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Révész Tamás 
FELADATGYŰJTEMÉNY A TÖBBSZEKTOROS 
NEMZETGAZDASÁGI ELEMZÉSEKHEZ ÉS MODELLEKHEZ 
 
KIVONAT 
A gyűjtemény a Zalai Ernő 2011-2012-ben megjelent Matematikai Közgazdaságtan I-II. 
kötetein alapuló “Bevezetés a makroökonómiai modellezésbe” c. tantárgyhoz készült. A 
feladatokon kívül tartalmazza azok megoldásait, esetenként megoldásvázlatait. A számítási 
feladatok megoldásainál sokszor hivatkozik (főleg Excel-formátumú) segéd-file-okra is, ahol 
nemcsak ellenőrizhetők a megoldások, hanem a paraméterek és egyéb beállítások (opciók) 
változtatásával mennyiségileg illetve minőségileg többé-kevésbé eltérő példák is 
konstruálhatók. Az Excel-file-okban bemutatott megoldások különösen hasznosak lehetnek 
azon esetekben, amikor a megoldás nem adható meg zárt rekurzív képletekkel, hanem csak 
valamilyen iterációs algoritmussal oldható meg a feladat (például a sajátértékfeladatok, a RAS 
kétirányú arányosítási feladat, vagy a lineáris és nemlineáris programozási feladatok). Ezekben 
az esetekben az Excel-file-okban található iterációs képletek vagy (például a Solver add-in) 
beállításai is sok haszos információval szolgálhatnak a hallgatóknak. 
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Bevezetés a Harmadik Rész feladataihoz 
 
A feladatgyűjtemény a Zalai Ernő 2000-ben megjelent Matematikai Közgazdaságtan és 
2011-2012-ben megjelent Matematikai Közgazdaságtan I-II. kötetein alapuló “Bevezetés a 
makroökonómiai modellezésbe” c. tantárgyhoz készült. Immár több évtized szemléltető és 
dolgozatpéldáit foglalja össze. A feladatok nagy száma miatt jelen gyűjtemény csak az utóbbi 
mű II. kötetének “Harmadik Rész”-éhez tartozó feladatokat és azok megoldásait (egyes 
esetkben csak megoldásvázlatait) foglalja magába. Az “Első Rész” és “Második Rész” feladatai 
már korábban megjelentek. A “Negyedik Rész”-re vonatkozó feladatok publikálása is 2017-
ben várható. 
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12. fejezet – Az erőforrás-allokáció elemzése lineáris 
programozási modellekkel 
 
B 
 
12.1. feladat 
 a)  Mit nevezünk Koopmans-Leontief-típusú technológiának?  
Könyv 312. oldal: Koopmans–Leontief-típusúnak nevezünk egy LTM technológiát, ha 
a javak eleve termékek vagy elsődleges erőforrások csoportjába sorolhatók.  
 b)  Mi ennek a technológiai mátrixnak az általános képlete? 
 A = 







D
RK
, ahol  K, R és D nemnegatív mátrixok.  
c) Nevezze meg a fenti technológia két jellegzetes sajátos esetét, amelyek félúton vannak 
az input-output és az általános Koopmans-Leontief-típusú technológiák között!  
  Neumann–Leontief-féle technológia és Neumann–Sraffa-típusú technológia. 
d) Melyek a fenti két eset sajátosságai, miben hasonlítanak ill. térnek el az I-O 
technológiától? 
Neumann–Leontief-féle technológia, amely esetében nincsenek ikertermékek, de van 
technológiai választék, azaz az egyes termékeket (ágazati kibocsátásokat) szintjükben és össze-
tételükben egymástól eltérő ráfordítási együtthatókkal is elő lehet állítani.” „ahol K oszlopai 
továbbra is egységvektorok, de K és R már nem négyzetes mátrix.  
Neumann–Sraffa-típusúnak nevezzük az olyan Koopmans–Leontief-féle technológiát, 
amely esetén a nettó kibocsátási együtthatók termékekre vonatkozó (K  R) blokkja négyzetes.  
Az ilyen technológia esetén tehát van ikertermelés és technológia választék, mint az LTM 
általános modelljében, de ennek természetesen ára van, mert a legtöbb termék esetén nem lesz 
olyan eljárás, amely csak az adott terméket állítja elő. Mindenesetre feltehetjük, hogy a (K  R) 
együttható mátrix invertálható, mint az input-output elemzés esetében.  
e) Melyik aleset fordul elő és hol a statisztikai gyakorlatban?  
Az ÁKM-ek összeállításához készített Neumann–Sraffa-típusú termelési (Make) és 
felhasználási (Use) táblázatok (négyzetes K és R mátrixok) 
 
12.2. feladat 
Hogyan definiáltuk a Neumann–Leontief-féle technológiát? 
Könyv 314. oldal: „a Neumann–Leontief-féle technológia, amelynek esetében van 
technológiai választék, de nincs ikertermelés, azaz az egyes termékeket (kibocsátásokat) 
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szintjükben és összetételükben egymástól eltérő ráfordítási együtthatókkal is elő lehet 
állítani.” Az így definiált LTM nettó kibocsátási/ráfordítási együttható mátrixa: 
A = 

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alakban adható meg, ahol K oszlopai továbbra is egységvektorok, de K és R már nem négyzetes 
mátrix.  
 
12.3. feladat 
Az A = 







D
RK
 mátrixszal jellemezhető Neumann–Sraffa-típusú technológiában hogy 
vezethető be explicit formában a díjmentes, illetve költséges lomtalanítás? Írja fel az ennek 
megfelelő kiegészített technológiai mátrixot, és indokolja meg a felírást! 
 Könyv 313. oldal: „Ha minden termék esetében explicit formában bevezetünk egy-egy 
lomtalanító elemi eljárást, akkor az alábbi módon kell kiegészítenünk a közönséges (termelő) 
alaptevékenységek együttható mátrixait: 
 








0D
ERK
,   illetve    










d
d)(
DD
RERK
. 
Az első eset a díjmentes lomtalanításnak felel meg. A második egy általánosabb felírás, 
ahol az Rd és a Dd mátrixok oszlopainak nullától különböző elemei a lomtalanításhoz, az adott 
oszlophoz rendelt termék egységnyi feleslegének megsemmisítéséhez szükséges ráfordításokat 
mutatják. Ez az eset nyilván tartalmazza az elsőt (Rd = 0, Dd = 0). Egy ilyen megoldás 
igénybevétele azonban feleslegesen bonyolítaná az elméleti elemzéseket, a gyakorlati 
alkalmazások szempontjából pedig szinte teljesen érdektelen.” 
 
12.4. feladat 
a) Mit nevezünk Sraffa-típusú technológiának?  
Könyv 313. oldal: „Sraffa-típusúnak nevezzük az olyan technológiát, amelyben a nettó 
kibocsátási együtthatók termékekre vonatkozó (K  R) blokkja négyzetes.”  
b) A fentiek alapján mit nevezhetünk Neumann-Sraffa-típusú technológiának?  
A Sraffa-féle technológia esetén lehet ikertermelés és technológiai választék is. Ez utóbbi 
esetben beszélhetünk Neumann-Sraffa-típusú technológiáról. Könyv 315. oldal: „az 
ikertermelés és a technológiai választék létezése ellenére feltehetjük, hogy a (K  R) együttható 
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mátrix invertálható, ugyanúgy, mint az (E  R) mátrix az input-output elemzés esetén. Itt 
azonban már általában nem szavatolható, csak meglehetősen életidegen feltevések mellett, 
hogy az inverz-mátrix nemnegatív. Ennek hiánya viszont közgazdasági szempontból 
értelmetlen megoldásokhoz vezethet (negatív termelési szint vagy termékár).”  
 
12.5. feladat 
Mit nevezünk a Kx  Rx + y egyenlőtlenség ráfordítás-minimalizáló és kibocsátás-
maximalizáló megoldásának? 
A Kx  Rx + y egyenlőtlenségrendszer lehetséges megoldásai közötti választás esetében 
mindenképpen figyelembe kell vennünk az elsődleges erőforrások felhasznált mennyiségét. 
(Könyv 316-317. oldal:) „az elsődleges erőforrásokat csak az exogén módon adott 
költségükkel, a c = wD fajlagos költségvektorral képviseltetjük a modellben, amely 
egyszersmind meg is határozza a hozzáadott értéket. Ilyen feltételek mellett természetesen 
kínálja magát egy olyan modell megfogalmazása, amelyben a választási kritérium az elsődleges 
erőforrások költségének (cx) a minimalizálása adott y végső felhasználási igények mellett. Ezt 
a keresletvezérelt eljárást költségminimalizáló megoldásnak nevezhetjük. Az ilyen modellel 
végzett érzékenységi vizsgálatok elsősorban a végső felhasználási igények változásának 
hatására irányulnának, mint az input-output modellek esetén. Egy másik lehetőséget az 
elsődleges erőforrások Dx  s korlátozó feltételeinek a modellbe való beépítése kínálja. Az ilyen 
modellekben az erőforráskorlátoktól függő végső felhasználás lesz endogén változó. Az ilyen 
kínálatvezérelt eljárást kibocsátás-maximalizáló megoldásnak nevezhetjük. Egy ilyen modell 
elsősorban az elsődleges erőforrások rendelkezésre álló mennyiségében bekövetkező változások 
hatásainak elemzésére alkalmas.”  
 
12.6. feladat 
Legyen adott a K, R és D nemnegatív együtthatókkal egy Koopmans–Leontief-technológia. 
a) Mikor mondjuk, hogy az elsődleges erőforrások nélkülözhetetlenek az adott Koopmans–
Leontief-technológia esetén?  
Ha a Kx  Rx + y egyenlőtlenséget kielégítő bármely y  0 féligpozitív vektorhoz tartozó 
x vektorokra Dx > 0. 
b) Mikor mondjuk, hogy a fenti technológia c-produktív?  
Könyv 317-318. oldal: „Tekintsük az alábbi LP feladatpárt! 
(LP-12.1) (P) (D) 
  x  0 p  0 
 (p) Kx  Rx + y pK  pR + c (x) 
  cx  min!   py  max! 
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Ha a (K, R) együttható mátrixok primális szempontból produktív rendszert képeznek, akkor 
a (P) primális feladatnak tetszőleges y vektor mellett lesz lehetséges megoldása. (Kellően nagy 
 esetén fenn fog állni az Kx' > Rx' + y egyenlőtlenség, ahol x'  0 a produktivitási 
feltételben szereplő vektor.) A célfüggvény pedig alulról korlátos (c nemnegatív), ezért lesz 
optimális megoldása is. Nézzük a fenti feladat egy tetszőleges megoldását, és képezzük a K és 
az R mátrixokból a K0 és R0 mátrixokat oly módon, hogy csak azokat az oszlopokat hagyjuk 
meg bennük, amelyek pozitív szinten szerepelnek a primális feladat optimális megoldásában 
(x0 > 0)! Képezzük hasonló módon c-ből a c0 vektort! A lineáris programozás 
komplementaritási összefüggéseiből tudjuk, hogy a duális feladat ezekhez tartozó feltételei 
szükségképpen egyenlőségek formájában teljesülnek:  
 pK0 = pR0 + c0. 
Ha c minden eleme pozitív, a duális feladat optimális megoldása olyan árvektor, amely 
esetén minden optimális tevékenység hozzáadott értéke pozitív, azaz pK0 > pR0, e 
tevékenységek tehát duális értelemben produktív alrendszert alkotnak.” 
c) Mit nevezünk ráfordítás-minimalizáló áraknak a fenti technológia esetén? 
(LP-12.1) (P) (D) 
  x  0 p  0 
 (p) Kx  Rx + y pK  pR + c (x) 
  cx  min!   py  max! 
Könyv 318-319. oldal: „Az (LP-12.1) feladat csúcsponti megoldásai által definiált 
résztechnológiákat (technikákat) költségminimalizáló alrendszereknek, a p árvektorokat 
költségminimalizáló áraknak nevezzük, amelyek tehát definíciójuk következtében kielégítik a 
  p  0, pK0 = pR0 + wD0 és pK  pR + wD  
feltételeket. 
A költségminimalizáló árak tulajdonságai nem mások, mint az egyensúlyi árak feltételei: a 
költségminimalizáló árak potenciális egyensúlyi árak az adott LTM technológiával rendelkező 
gazdaságban. Elméleti elemzések szempontjából az olyan négyzetes költségminimalizáló 
alrendszerek lesznek különösen érdekesek, amelyek esetén (K0  R0) nem szinguláris négyzetes 
mátrix. Ezek ugyanis egyértelműen meghatározzák a hozzájuk rendelhető költségminimalizáló 
árakat.” 
 
C 
12.7. feladat 
Egy termelési egység m-féle erőforrásból n-féle közbenső terméket gyárt, majd ezekből, 
illetve az elsődleges erőforrásokból egyetlen végterméket állít elő. Minden termékek csak 
egyetlen, és csak az adott terméket előállító eljárással termelhető. A közbenső termékek 
előállításához elsődleges erőforrásokra (dkj ≥ 0 fajlagos igények, D mátrix), és magukra a 
közbenső termékekre is szükség van (aij ≥ 0 fajlagos igények, A mátrix). Az egységnyi 
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végtermék előállításához a0 = [a10, a20, ..., an0]  (ai0 ≥ 0) mennyiségű közbenső termékre, és d0 
= [d10, d20, ..., dm0] (dk0 ≥ 0) mennyiségű elsődleges erőforrásra van szükség.  
 
a) Hányféle jószág és alaptevékenység szerepel a fenti termelési egységet jellemző 
technológiában, és hogyan csoportosíthatjuk őket?      
 
1 végtermék, n közbenső termék, m elsődleges erőforrás; 
1 db végterméket és n db közbenső terméket előállító alaptevékenység, ikertermelés nélkül. 
 
b) Írjuk fel a kibocsátási és a ráfordítási együtthatók mátrixait a fenti csoportok szerint 
képzett együttható blokkokkal (mátrixalgebrai jelölésekkel)!     
       K = 










0
E
0
0
0
1
        R = 










D
A
0
d
a
0
0
0
 
c) A termelési egység célja adott d = [d1, d2, ..., dm] (dk > 0) erőforrásokból minél több 
végterméket előállítani! Írjuk fel az optimális termelést eredményező programozási feladatot, 
induló szimplex táblázatát és duális feladatát!    
 (P) (D) 
             x  0, x0  0      p  0, r  0 
 (p)       x  Ax + x0a0        p  pA + rD (x) 
 (r)       Dx + x0d0  d        pa0 + rd0  1 (x0) 
  x0  max!                                           rd  min! 
c) Adjunk meg olyan elégséges feltételeket, amelyek esetén lesz a fenti feladatnak lesz meg-
oldása, és abban a végtermék előállított mennyisége pozitív!             (2pont) 
Pl. d > 0, A produktív, elsődleges erőforrások nélkülözhetetlenek a’la Koopmans 
 
12.8. feladat 
a) Milyen feltevéssel szavatolhatjuk, hogy a Kx  Rx + y egyenlőtlenséggel adott mérleg-
egyensúlyi feltételeknek tetszőleges y  0 esetén lesz lehetséges megoldása? 
 a technológia primálisan produktív 
b) Egészítsük ki a feladat duális feltételeit! 
 (P) (D) 
 x  0,  yv  0 p, w  0 
(p) Kx  Rx + yc + yvsv   pK  pR + rD   (x) 
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(w) Dx  s psv  1 (yv) 
 yv  max! rs  pyc  min! 
c) Adjunk meg olyan elégséges feltételeket, amelyek esetén létezik a feladatnak optimális 
megoldása, és abban yv értéke pozitív! 
s > 0, és létezik olyan xc  0, amely eleget tesz a (K  R)xc > yc és a Dxc  s feltételeknek, 
és olyan xv  0, amely eleget tesz a (K  R)xv > sv feltételnek, továbbá yc  0 és sv  0, valamint 
1Dx > 0, valahányszor (K  R)x  sv. 
d) Értelmezzük a két célfüggvény optimális értékének egyezőségéből kapott összefüggést! 
 yv = yvpsv = rs  pyc, 
a háztartások összjövedelme rs, abból az elkötelezett fogyasztás költsége pyc, vagyis rs  
pyc a változó fogyasztás beszerzésére rendelkezésre álló jövedelmük, yv = yvpsv pedig annak 
költsége. Tehát a Walras-tv. követelményének teljesülésért biztosítja. 
 
12.9. feladat 
Egy Neumann-Sraffa féle technológia kibocsátási („MAKE”) és ráfordítási együttható-
mátrixai az alábbiak: 
Kibocsátási együttható-mátrix:              
K=






9,06,0
1,04,0  
Ráfordítási együttható mátrix: 
R= 






3,04,0
4,01,0
 
Számítsa ki, mennyit kell az egyes termékekből termelni ahhoz, hogy az első termékből 12, 
a második termékből pedig 16 egység kerüljön végső kibocsátásra! 
Lásd a make-use-dolg8619.xls file-t ! 
(K  R) = 





 
6,02,0
3,03,0  (K  R)-1 = 






 25,18333,0
25,15,2  
A tevékenységszintek: x = (K  R)-1 y = (
50
10
) 
Termékekből termelés (Kx): (21
39
) 
 
12.10. feladat 
Egy Neumann-Sraffa féle technológia kibocsátási („MAKE”) és ráfordítási együttható-
mátrixai az alábbiak: 
Kibocsátási együttható-mátrix:              
K=






3,065,0
7,035,0  
Ráfordítási együttható mátrix: 
R= 






1,015,0
6,005,0
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Számítsa ki, mennyit kell az egyes termékekből termelni ahhoz, hogy az első termékből 24, 
a második termékből pedig 41 egység kerüljön végső kibocsátásra!   
Lásd a make-use-dolg100402.xls file-t ! 
(K  R)-1 = 








3050
1020  
A tevékenységszintek: x = (K  R)-1 y = 






30
70
 
Termékekből termelés (Kx): 






5,54
5,45
 
 
12.11. feladat 
Tekintsük a Kx  Rx + y egyenlőtlenséghez tartozó ráfordítás-minimalizáló feladatot! Mit 
implikál a primális produktivitás a duális produktivitás tekintetében? Igazoljuk! 
Könyv 317-318.oldal: „A primális produktivitás fennállása csak a tevékenységek egy része 
tekintetében implikálja a duális produktivitást, ami fordítva is igaz: a duális produktivitás csak 
a termékek egy része tekintetében jelent primális produktivitást. Tekintsük az alábbi LP 
feladatpárt! 
 
(LP-12.1) (P) (D) 
  x  0 p  0 
 (p) Kx  Rx + y pK  pR + c (x) 
  cx  min!   py  max! 
 
Ha a (K, R) együttható mátrixok primális szempontból produktív rendszert képeznek, akkor 
a (P) primális feladatnak tetszőleges y vektor mellett lesz lehetséges megoldása. (Kellően nagy 
 esetén fenn fog állni az Kx' > Rx' + y egyenlőtlenség, ahol x'  0 a produktivitási 
feltételben szereplő vektor.) A célfüggvény pedig alulról korlátos (c nemnegatív), ezért lesz 
optimális megoldása is. Nézzük a fenti feladat egy tetszőleges megoldását, és képezzük a K és 
az R mátrixokból a K0 és R0 mátrixokat oly módon, hogy csak azokat az oszlopokat hagyjuk 
meg bennük, amelyek pozitív szinten szerepelnek a primális feladat optimális megoldásában 
(x0 > 0)! Képezzük hasonló módon c-ből a c0 vektort! A lineáris programozás 
komplementaritási összefüggéseiből tudjuk, hogy a duális feladat ezekhez tartozó feltételei 
szükségképpen egyenlőségek formájában teljesülnek: 
 pK0 = pR0 + c0. 
Ha c minden eleme pozitív, a duális feladat optimális megoldása olyan árvektor, amely 
esetén minden optimális tevékenység hozzáadott értéke pozitív, azaz pK0 > pR0, e 
tevékenységek tehát duális értelemben produktív alrendszert alkotnak. 
Ebben a részleges értelemben a produktivitás itt is megőrzi a technikai és gazdasági oldal 
szimmetriáját. A primális és a duális oldal tökéletes szimmetriája alapján nyilvánvaló, hogy a 
duális produktivitás feltételéből kiindulva, ugyanezt az utat követve kimutathatjuk, hogy 
 12 
mindig lesz a termékeknek egy olyan csoportja, amely tekintetében a technológia (részlegesen) 
produktív.” 
 
12.12. feladat 
Tekintsük a Kx  Rx + y egyenlőtlenséghez tartozó ráfordítás-minimalizáló feladatot! Mit 
implikál a duális produktivitás a primális produktivitás tekintetében? Igazoljuk! 
Könyv 317-318.oldal: „A primális produktivitás fennállása csak a tevékenységek egy része 
tekintetében implikálja a duális produktivitást, ami fordítva is igaz: a duális produktivitás csak 
a termékek egy része tekintetében jelent primális produktivitást. Tekintsük az alábbi LP 
feladatpárt! 
 
(LP-12.1) (P) (D) 
  x  0 p  0 
 (p) Kx  Rx + y pK  pR + c (x) 
  cx  min!   py  max!” 
Ha a (K, R) együttható mátrixok duális szempontból produktív rendszert képeznek, akkor 
a (D) duális feladatnak tetszőleges p vektor mellett lesz lehetséges megoldása. (Kellően nagy 
 esetén fenn fog állni az p'K >  p'R + c egyenlőtlenség, ahol p'  0 a produktivitási 
feltételben szereplő vektor.) A célfüggvény pedig felülről korlátos (mivel a primális feladat 
célfüggvénye alulról korlátos, a duális feladat célfüggvénye pedig minden lehetséges 
megoldásra kissebb mint a primális feladat célfüggvényének értéke), ezért lesz optimális 
megoldása is. Nézzük a fenti feladat egy tetszőleges megoldását, és képezzük a K és az R 
mátrixokból a K0 és R0 mátrixokat oly módon, hogy csak azokat a sorokat hagyjuk meg bennük, 
amelyek pozitív szinten szerepelnek a duális feladat optimális megoldásában (p0 > 0)! 
Képezzük hasonló módon y-ból az y0 vektort! A lineáris programozás komplementaritási 
összefüggéseiből tudjuk, hogy a duális feladat ezekhez tartozó feltételei szükségképpen 
egyenlőségek formájában teljesülnek: 
 K0x= R0x + y0. 
Ha y minden eleme pozitív, a primális feladat optimális megoldása olyan vektor, amely 
esetén minden optimális tevékenység végső kibocsátása pozitív, azaz K0x > R0x, e 
tevékenységek tehát primális értelemben produktív alrendszert alkotnak. 
 
12.13. feladat 
Írja fel input-output technológia esetén (azaz a termékekből nemcsak végső, hanem 
közbenső felhasználás is lehet) az általános egyensúly feltételeit a Cassel-modell Schlesinger–
Wald-féle változatában, de ahol a termékek piacán is megengedjük elvben, hogy egyensúlyban 
túlkínálat lehessen ! 
Könyv 321. oldal: 
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„(E0) A változók előjelére tett megkötések:   x, y, p, w  0,  
 (E1) Az egyensúly feltételei a termékek és az erőforrások piacain: 
  (E  R)x  y,   p(E  R)x = py, 
  Dx  s,  wDx = ws. 
 (E2) Az egyensúlyi árak további feltételei: 
   p(E  R)  wD,  p(E  R)x = wDx. 
 (E3) A végtermékek keresletének és az árszint meghatározása: 
  y = y(p),  
ahol py = e = ws = 1, és az yi(p) függvények a Cassel-féle makrokeresleti függvények.”  
 
12.14. feladat 
Legyen l a fajlagos munkaerő felhasználás vektora, sv a végső fogyasztás szerkezete! 
(LP-2A) (P) (D) 
   u  0 v  0 
 (v) (K  R)u  sv v(K  R)  l (x) 
  lu  min! vsv  max! 
 
   (P) (D) 
(LP-2B)   0, x  0  w  0, p  0 
 (p) (K  R)x  ·sv   p(K  R)  w·l (x) 
 (w)  lx  1    psv  1 () 
       max! w  min! 
a) Milyen elégséges feltevések garantálják a fenti feladatok megoldásainak létezését?  
A K,R technológia primális működőképessége (a termelés fedezni tudja a ráfordításait) 
b) Mikor, milyen feltevés esetén lesz az 2B. feladat megoldásában a célfüggvény értéke 
pozitív? 
A K,R technológia primális produktivitása 
c) Mutassuk meg, hogy az utóbbi esetben a két feladat megoldásai kölcsönösen levezethetők 
egymásból, oda és vissza! (Hogyan, milyen képletekkel?) 
Ha x és  , illetve p és w a 2B. feladat primális és duális optimális megoldása (és a 
célfüggvényértékek egyezősége miatt  = w), akkor az u = x/, v = p/w, a 2A. feladat 
primális és duális optimális megoldása. 
Ugyanis u és v eleget tesznek a 2A. feladat primális és duális korlátozó feltételeinek, és 
mivel a 2B. feladatban az lx  1 és psv  1 korlátok egyenlőség formájában teljesülnek 
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(mert w = >0) ezért a 2A. feladat primális célfüggvényének értéke lu = lx/ = 1/. A 
duális célfüggvény értéke vsv = (p/w) sv = psv/w = 1/w = 1/. Mivel a primális és duális 
célfüggvény értéke azonos, optimális megoldásról van szó. Hasonló módon látható be az 
egyenértékűség a 2A. feladat optimális megoldásából kiindulva, az x = ∙u, p = w∙v 
képletekkel kifejezve a megoldások kapcsolatát. 
d) Milyen közgazdasági értelmezést adhatunk a fenti feladatok megoldásainak?  
A 2A. feladat adott végső kibocsátás legkisebb költséggel való előállítását jelenti, a 2B. 
feladat pedig adott erőforráskorlát mellett a végső kibocsátás szintjének maximumát. 
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13. fejezet – A Leontief-gazdaságok optimális termelési programja 
 
B 
 
13.1. feladat 
Mi az alábbi feladatok optimális megoldásainak értéke (parametrikus képlete)? 
(LP-13.1) (P) (D) 
 x  0, y  0 p  0, w, x  0 
(p) x  Ax + ysv p  pA + wl + qk (x) 
(w) lx  ls psv  1 (y) 
(q) kx  ks wls + qks  min! 
 y  max!  
Lásd a könyv 335-336. oldalán: y = f(ls, ks) = min { ls / lc, ks / kc }, ahol lc = l(E  A)1sv, 
illetve kc = k(E  A)1sv. A duális feladaté pedig  a w lc + qkc = 1 feltételt kielégítő w0 =  / l c 
és q0 = (1  ) /kc, ahol   tetszőleges  0 és 1 közé eső, illetve a hozzátartozó korlát kimerülésétől 
függően 0 vagy 1 értékű szám.  p0 = (w0 l + q0k)(E  A)1 = w0 l (E  A)1 + q0k(E  A)1 
 
13.2. feladat 
Jelölje meg (színezéssel vagy satírozással) az alábbi ábrán a nyílt gazdaság technológiai 
halmazát! Indokolja meg a megoldását ! 
 
 
A pirossal és kékkel határolt háromszögek közös része, azaz a zárt gazdaság 
technológiájának felső határegyeneseinek a T1 és T2 tengelyig való kiterjesztésével kapható, 
pwy = pw(E  R)x0 
yocv = yo + uo  zo 
 
y
1  
y
2  
T
1  
T
2  
yo = (E  R)x0 
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mivel már a termelésben lehet importot alkalmazni, így elég az egyik (T1 vagy T2) technológiát 
működtetni (azaz a nettó kibocsátás negatív is lehet). 
 
13.3. feladat 
Írja be a zárt gazdaság és rögzített fogyasztási szerkezet melletti optimumfeladatának 
alábbi ábrájára a nyilak végére illetve a kipontozott részek helyére szóbanforgó pontokat és 
egyeneseket meghatározó képleteket ! 
 
A megoldást lásd a Könyv 337. oldalán található 13.1. ábrán: 
 
 
 
ply= ……………………
….. 
……………
…. 
……
…..  
k1x1 =
 ks  
y
2 
y
1  
y
2  
T
1  
T
2  
Y 
………
….. 
ply = wl(E  A)–1y = wls 
(E  A)xo = yosv 
k2x2 = ks  
k1x1 = ks  
y1  
y2  
T1  
T2  
Y 
l1x1 = ls  
pky = qk(E  A)–1y = qks 
l2x2 = ls  
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13.4. feladat 
Tekintsük a zárt Leontief-gazdaság LP modelljét, és engedjük meg, hogy a munkaerő és 
tőke – az ágazati tőke/munkaerő-arányok adott ra alsó és rf felső korlátjai között – egymás 
tökéletes helyetteseikként viselkedjen (azokon kívül pedig egymás tökéletes kiegészítőikként).  
a) Írjuk fel az így kapott LP modell primális és duális feladatát (használjunk skalárokat, 
ahol lehet a jegyzet jelölését, és adjuk meg a további új változók vagy paraméterek jelentését)!
   
 (P) (D) 
 xj, lj, kj, y  0 pj, hj, w, q, ia, if  0 
(pj) xi  j aij·xj + y·siv pj  i pi·aij + hj (xj) 
(w) j Lj  ls hj·ajl – ja·rja + jf·rjf  w (Lj) 
(q) j Kj  ks hj·ajk + ja – jf  q (Kj) 
(hj) aj
l·Lj + ajk·Kj  xj  i pi·siv  1 (y) 
(ja) rja·Lj  Kj   
(jf) rjf·Lj  Kj 
 y  max! wls + qks  min! 
Az egészet meg lehetne fogalmazni fajlagos mutatókkal (l és k) is, de akkor nem lesz lineáris 
a modell! 
b) Hogyan ábrázolnánk a munkaerő és tőke tökéletlen helyettes voltát neoklasszikus 
függvényeket alkalmazva? Mik lesznek az optimum szükséges feltételei?   
 (P) (D) 
 xj, lj, kj, y  0 pj, hj, w, q  0 
(pj) xi  j aij·xj + y·siv pj  i pi·aij + hj (xj) 
(w) j Lj  ls hj·
j
j
L
f


  w (Lj) 
(q) j Kj  ks hj·
j
j
K
f


  q (Kj) 
(hj) Fj
(Lj, Kj)  xj  i pi·siv  1 (y) 
 y  max! wls + qks  min! 
c) Elemezzük, értelmezzük és hasonlítsuk össze a két a megoldást, különösen a kapott 
árnyékárak tekintetében!      
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Mindkét esetben van egy általános bér- (w) ill. megtérülési ráta (q). De az egyes 
ágazatokban felhasznált munkaerő és állóeszköz ’hozadéka’, hj·ajl és hj·ajk ezektől eltér, attól 
függően, melyikre előírt korlát szűkös. Ha például valamely ágazatban a felső korlát szűkös, 
ott jó lenne növelni a tőkeellátottságot, a tőke relatíve drágább: hjajk = q + jf. 
 
13.5. feladat 
Írja fel a táblázatban szereplő jelölésekkel a 
(LP-13.2)     (P) 
  x, u, z  0, y  0  
(p)  x  Ax + ysv + z  u  
(w)  lx  ls  
(q)  kx  ks  
(v)  pw(u  z)  de  
      y  max! 
feladat optimális megoldásának értékét ! Indokolja is a képletet ! 
Könyv 341. oldal: „Az árnyékárak, a teljes beszámítás elve alapján, felosztják a végső 
értékesítés értékét az elsődleges erőforrások között. Most is ezt jelzi a célfüggvények optimális 
értékének egyezősége: y = wls + qks + vde, amelynek a bal oldalán a hazai végső felhasználás 
értéke (ypsv = y), a jobb oldalán pedig a hazai elsődleges jövedelmek (wls + qks) és a nettó 
külföldi hitel (vde) egyenlege szerepel. (A külkereskedelmi mérleg de > 0 deficitje külföldi 
kölcsönnek felel meg!)”  
N.B.: Ez nem megoldás, de a feladat duálisának felírása segítségével levezetett felírás az adott 
jelölésekkel! 
 
13.6. feladat (túlspecializáció) 
a) Tekintsük a nyitott gazdaságnak az alábbi optimális erőforrás allokációs feladatát!  
     (P)  
  x, xh, u, z  0, y  0  
 (pa) xh + z  x  
 (phm) Ax + ysv  xh + u   
 (w) lx  ls   
 (q) kx  ks   
 (v) pwmu  pwez  de   
y  max! 
 19 
 
Tegyük fel, hogy de  0, a gazdaság (az A mátrix) produktív, p
wm > pwe, valamint hogy  
sv > 0 ! Bizonyítsa be, hogy a fenti feladat optimális megoldásában  z -nek legfeljebb 2 
eleme lehet pozitív! 
Legyen f = xh + u, és adjunk az xh + z  x egyenlőtlenség mindkét oldalához u –t. Ekkor 
lesz: f + z  x + u. A 2. egyenlőtlenség pedig az Ax + ysv  f alakra hozható, azaz xh kiesik 
az LP-feladatból. Így a feladat változói x, f, u, z , y lesznek, azaz 4n + 1 változó lesz. 
Mivel 2n + 3 feltétel van, ezért a megoldásban legfeljebb ennyi változó lehet pozitív. 
Továbbá mivel A produktív ezért y > 0. Így a többi változó közül 2n + 2 lehet pozitív. 
Mivel sv > 0 és y > 0, ezért az Ax + ysv  xh + f egyenlőtlenségben  f > 0 kell legyen. 
Ez további n pozitív változót jelent. De ekkor a f + z  x + u egyenlőtlenség miatt az x és u 
változókban további n elemnek kell pozitívnak lennie (minden komponensnél legalább az 
egyiknek). Tehát a z elemei közül már csak legfeljebb 2n + 2  n  n = 2 lehet pozitív. 
 
b) A Leontief-gazdaságokra megfogalmazott többszektoros nemzetgazdasági erőforrás 
allokációs LP-modellekben a túlspecializáció oka, és hogy lehet a túlspecializáció 
problémáját kezelni? 
Az alkalmazott többszektoros lineáris programozási modellekben a sok változó 
(termelések, exportok, importok) és kevés (3 erőforrás-) korlát miatt jelentkezik 
túlspecializáció (csak a korlátok számának megfelelő számú ágazat termelhetne).  
Könyv 343.old.: „az (LP-13.2) primális feladatában összesen n + 3 feltétel szerepel. 
Csúcsponti megoldásban tehát legfeljebb n + 3 primális változó kaphat pozitív értéket. Ha ls, ks 
> 0, akkor y optimális értéke pozitív lesz. Az x és az u változók közül legalább n darab értékének 
szintén pozitívnak kell lennie, ha minden termékre szükség van közvetlenül vagy közvetve a 
végtermék előállításához, mint feltesszük. Ebből is látható, hogy z-nek legfeljebb két eleme 
lehet pozitív! Ha ez a helyzet, akkor ennek a két ágazatnak a kibocsátás és export változója 
máris leköt négyet az n + 3 feltételből, egyet pedig y pozitivitása. A fennmaradó n  2 feltétel 
pedig a fennmaradó ágazatok forrása, jellemzően importja pozitivitásának biztosításához kell.” 
(a reexport kizárása végett a könyv még felteszi, hogy „nem degenerált esetben, illetve 
csúcsponti megoldásokban”) 
Könyv 348.old.:„A túlspecializáció életidegen jelenségének a bekövetkezését úgy 
igyekeztek megakadályozni, hogy az egyes változók lehetséges mozgási tartományát 
különböző egyedi és csoportos korlátokkal behatárolták. Itt és most, az egyszerűség kedvéért, 
mi csak az exportra és az importra vezetünk be korlátokat. Éspedig, az exportra 
  zi
a  zi  zif 
formában adott egyedi korlátokat.” „Az import esetében csoportos korlátokat vezetünk be, 
a hazai és külföldi eredetű, egyéként azonos ágazati jellegű termékek arányát, az rim = ui/xih = 
si
m/si
h rátákat (ahol sim és sih a 2 forrás részesedési aránya az adott termék összforrásán belül) 
szorítjuk be alsó és felső korlátok közé a következőképp felírható lineáris egyenlőtlenségekkel:  
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   ri
ma·xih  ui  rimf·xih  ”
 
13.7. feladat 
Bizonyítsa be, hogy az LP-13.2 és LP-13.3 feladat megoldása egyenértékű (x1=x2), ahol: 
(LP-13.2) (P)  (D) 
  x, u, z  0, y  0  p  0, w, q, v  0 
 (p)  x  Ax + ysv + z  u  p  pA + wl + qk (x) 
 (w)  lx  ls  p  vpw  (u) 
 (q)  kx  ks  p  vpw  (z) 
 (v)  pw(u  z)  de  psv  1  (y) 
   y  max!  wls + qks + vde  min! 
(LP-13.3) (P)  (D) 
     x  0  w’, q’  0 
 (w’) lx  ls  pw  pwA + w’·l + q’·k (x) 
 (q’) kx  ks 
  pw(E  A)x  max!       w’·ls + q’·ks  min! 
Könyv 343-344. oldal: „Egyszerű behelyettesítések révén igazolhatjuk ugyanis az (LP-
13.2) és az (LP-13.3) feladat összevetése alapján, hogy az (LP-13.2) feladat (x, u, z, y; p, w, q, 
v) változóinak optimális értékei alapján képzett x' = x,   w  = w/v  és  q  = q/v értékek az (LP-
13.3) feladat (optimális) megoldását adják. (Ugyanis kielégítik a primális és a duális 
feltételeket, és a két célfüggvény értéke megegyezik egymással.)”  
 
Részletesebben a következő a levezetés: 
 
a) Mivel x' = x nyilván teljesülnek az LP 13.3 feladatban is az lx’  ls , kx’  ks 
összefüggések. 
b) Ha – amint feltesszük - y pozitív (azaz az A mátrix produktív vagy de > 0), akkor az 
optimumban a komplementaritási feltételek miatt az y –hoz tartozó psv  1 
egyenlőtlenség éppen egyenlőség formájában fog teljesülni, azaz psv = 1.  
c) Ha – amint feltesszük - v pozitív, akkor az optimumban a komplementaritási feltételek 
miatt az v –hez tartozó pw(u  z)  de egyenlőtlenség éppen egyenlőség formájában fog 
teljesülni, azaz pw(u  z) = de.  
d) A p  vpw és p  vpw feltételekből következően az optimumban p = vpw. 
e) A kapott p = vpw , w = vw’  és q  = vq’ összefüggéseket behelyettesítve az LP-13.2 
feladat p  pA + wl + qk összefüggésébe a vpw  vpw A + vw’l + vq’k , majd ezt v –
vel egyszerűsítve a pw  pw A + w’l + q’k  = összefüggéshez jutunk, azaz teljesül az 
LP-13.3. feladat áregyenlőtlensége is. Ezzel beláttuk, hogy az x' = x,   w  = w/v  és  q  = 
q/v értékek az (LP-13.3) feladat minden korlátozó feltételét teljesítik, azaz egy lehetséges 
megoldását adják. 
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f) A komplementaritási feltételek miatt p (x – (Ax + ysv + z  u)) = 0. Ebből: 
p (x – (Ax + ysv + z  u)) = p (x – Ax) – p (ysv + z  u) = vpw (x – Ax) – ypsv – p (z  
u) = vpw (E – A) x – y – vpw (z  u) = 0, azaz vpw (E – A) x = y + vpw (z  u).  
g) Az LP 13.2 feladat optimumában a célfüggvények értéke megegyezik, azaz y = wls + qks 
+ vde .  
h) Ezt és a fentebb levezetett pw(u  z) = de összefüggést a fentebb kapott vpw (E – A) x = y 
+ vpw (z  u) összefüggésbe behelyettesítve az vpw (E – A) x = wls + qks + vde  v de = 
wls + qks összefüggést kapjuk, amit v –vel elosztva a p
w (E – A) x = w’ls + q’ks 
összefüggés adódik. Ez viszont éppen az LP 13.3. feladat célfüggvényeinek egyezősége, 
azaz az x' = x,   w  = w/v  és  q  = q/v értékek az (LP-13.3) feladatnak nemcsak a lehetséges 
megoldását, hanem egyúttal az (optimális) megoldását is adják. 
 
A fenti bizonyítás mellett érdemes megadni egy rövidebb, szemléletesebb bizonyítást is:  
Az LP-13.2 optimumában x = Ax + ysv + z  u illetve pw(u  z) = de kell teljesüljön, 
különben a felesleges termékből az export (ami nem feltételenül része x –nek, tehát úgy, hogy 
azt ne érintse!) növelésével (illetve a devizakorlát ki nem merülése esetén anélkül) lehetne 
többletimporttal növelni a fogyasztást (természetesen sv szerkezetben). Ekkor viszont pw x = 
pw (Ax + ysv + z  u), amiből y = (pw(E  A)x+ de)/ pwsv amiben de és  pwcv konstans skalárok, 
így akkor maximális, ha pw(E  A)x is az, vagyis x megoldása az LP-13.3.-nak is. Q.E.D.  
 
Könyv 344. oldal: „Visszafelé is könnyen igazolhatjuk (ismét csak egyszerű behelyettesítések 
révén), hogy az (LP-13.3) feladat x', w  és q  optimális megoldásából, az alábbi 
meghatározások útján, 
 v = 1/pwsv,   p = vpw,   w = vw ,   q = vq ; 
 y = wls + qks + vde,   x = x' ,   u  z = ysv  (E  A)x' 
megkaphatjuk az (LP-13.2) feladat megoldását (ha több van, azok valamelyikét).”  
 
Ugyanis az erőforráskorlátok x = x' esetén közösek, tehát ha az LP-13.3 feladatban teljesülnek, 
akkor az LP-13.2 feladatban is. Az u  z = ysv  (E  A)x' összefüggést behelyettesítve az LP-
13.2 feladat termékmérleg egyenlőtlenségbe, az a x  x alakra redukálódik, ami triviálisan teljesül. 
A devizakorlát is éppen (azaz egyenlőség formájában) teljesül az alábbi levezetés alapján: 
pw(u  z) = pw [ ysv  (E  A)x' ] =  ypwsv  pw(E  A)x' = (wls + qks + vde)/v  (w’·ls + q’·ks) 
= w’ls + q’ks + de  (w’·ls + q’·ks) = de , ahol az y = wls + qks + vde , pwsv = 1/v , w’ = w/v , q’ 
= q/v , valamint (az LP-13.3 feladat primális és duális megoldásában a célfüggvényértékek 
egyezősége miatt) az pw(E  A)x' = w’·ls + q’·ks helyettesítéseket végeztük el. Tehát az 
átalakítások végeredményeként azt kaptuk, hogy pw(u  z) = de , azaz a devizakorlát is teljesül. 
Mivel pedig y = wls + qks + vde , az LP 13.2 feladat primális és duális feladatának a 
célfüggvényértéke is megegyezik, tehát a fenti módon képzett változók egyúttal optimális 
megoldást is jelentenek. 
 
13.8. feladat 
a) Írja fel a nyitott gazdaságnak az importarány- és export-korlátokat is szerepeltető (LP-
13.4 sorszámmal jelölt) optimális erőforrás allokációs feladatát (a duális feladattal együtt)!  
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Könyv 350. oldal: (LP-13.4)    (P) (D) 
  x, xh, u, z  0, y  0 pa, phm, ma, mf, ea, ef  0, w, q, v  0 
 (pa) xh + z  x pa  phmA + wl + qk   (x) 
 (phm) Ax + ysv  xh + u  phmsv  1  (y) 
 (w) lx  ls  p
hm + mf<rmf>  ma<rma>  pa  (xh) 
 (q) kx  ks  p
hm  vpwm + mf  ma  (u) 
 (v) pwmu  pwez  de  vp
we  ef + ea  pa  (z) 
 (ma) <rma>xh  u wls + qks + vde + 
efzf  eaza  min! 
 (mf) <rmf>xh  u   
 (ea) z  za 
 (ef) z  zf 
  y  max! 
b) Bizonyítsa be, hogy a feladat optimális megoldásában a hazai felhasználások árnyékára 
az egyes összetevő források árainak súlyozott átlaga, azaz fennáll az alábbi összefüggés: 
   phm (xh + u) = paxh + vpwmu ! 
A komplementaritási feltételek miatt a társított változókkal (árnyékárakkal) beszorozva az 
egyenlőtlenségeket, azok éppen egyenlőség formájában fognak teljesülni. A primális feladat 6. 
és 7. illetve a duális feladat 3-4. összefüggésére ezt elvégezve az alábbiakat kapjuk: 
 ma <rma>xh = ma u       (1) 
 mf <rmf>xh = mf u       (2) 
phm xh + mf<rmf> xh  ma<rma> xh = pa xh     (3) 
phm u = vpwm u + mf u  ma u       (4) 
 
A (3)-ba az (1) illetve (2) összefüggést (azaz ma <rma>xh helyére ma u kifejezést és mf <rmf>xh 
helyére mf u kifejezést) behelyettesítve, majd a (4) egyenletben a mf u és mau tagokat a bal 
oldalra rendezve, végül pedig a (3) és (4) egyenleteket (oldalanként) összeadva a bizonyítandó 
állításhoz jutunk. 
 
13.9. feladat 
Írja fel a nyitott gazdaság azon LP erőforrás-allokációs feladatát és duálisát, amelyben az 
export/hazai értékesítési és az import/hazai beszerzési arányokat egyedileg korlátozzuk!  
Könyv 350. és 354. oldal: 
 x, xh, u, z  0, y  0 pa, phm, ma, mf, ea, ef  0, w, q, v  0 
 (pa) xh + z  x pa  phmA + wl + qk   (x) 
 (phm) Ax + ysv  xh + u  phmsv  1  (y) 
 23 
 (w)            lx  l             p
hm + mf<rmf>  ma<rma>  pa  ef<ref> + ea<rea> !!!!  (xh) 
 (q)             kx  ks   p
hm  vpwm + mf  ma  (u) 
 (v) pwmu  pwez  de  vp
we  ef + ea  pa  (z) 
 (ma) <rma>xh  u wls + qks + vde  min! !!!! 
 (mf) <rmf>xh  u   
 (ea) <rea>xh  z !!!! 
 (ef) <ref>xh  z !!!! 
  y  max! 
 
13.10. feladat 
a) Egészítsük ki az alábbi nyílt Leontief-gazdaság LP modelljének duális feltételeit!  
 (P) (D) 
 x, xh, u, z  0, y  0 p, pa  0, w, q, v  0 
(phm) xh + u  Ax + y·sv pa  pA + w·l + q·k   (x) 
(pa) x  xh + z phm  pa (xh) 
(w) lx  ls phm  v·pwm (u) 
(q) kx  ks pa   v·pwe  (z) 
(v) pwmu  pwez  de psv  1  (y) 
 y  max! w·ls + q·ks + v·de   min! 
 b) Mi lesz a phm és a pa árnyékárak közgazdasági jelentése, és hogyan alakul az értékük az 
optimális megoldásban, ha minden terméket felhasználnak, és pwm > pwe? 
    
 pa:  a hazai kibocsátású termék árnyékára 
 phm: a hazai ellátásra szolgáló termékek árnyékára 
Ha termelik:  v·pjwe  pja = i pihm·aij + w·lj + q·kj  v· pjwm,  
Ha exportálják is:  v·pjwe =  pja =  i pihm·aij + w·lj + q·kj   
Ha importálják:  v·piwm < pihm = v·piwm  pja    i pihm·aij + w·lj + q·kj   
c) Adjuk meg a végső kibocsátási és a végső felhasználási lehetőségek feladat által 
meghatározott halmazát!    
Ty = { y : y = (E  A)x, lx   ls, kx   ks, x  0 } 
      Tv = { v  0: v = (E  A)x + u  z, lx   ls, kx   ks , pwmu  pwez   de, x  0 } 
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d) Ábrázoljuk a fenti halmazokat olyan egységes (pw = pwm = pwe) nemzetközi árarányokat 
feltételezve, amelyek mellett legfeljebb az első terméket érdemes exportálni! 
   
 
 
 
 
 
(az ábrát meg kell szerkeszteni) 
e) Mikor, milyen feltételek esetén érdemes belépni a nemzetközi munkamegosztásba? 
Ábrázoljunk egy ilyen esetet!    
Ha a világpiaci cserearány a 2 erőforrás-korlát egyenes meredeksége közé esik és a hazai 
végső fogyasztás kívánatos szerkezete nem esik egybe a teljes erőforrás kihasználások melletti 
végső kibocsátás termékösszetételével. 
 
13.11. feladat 
Tekintsük az optimális erőforrás-elosztás nyílt gazdaságbeli LP-13.2. modelljét!  
a) Hogyan változik a feladat és megoldása, ha megkülönböztetjük az export és import 
világpiaci árát, ahol pwe < pwm? 
b) Hogyan módosul a feladathoz tartozó 13.2. ábra?  
c) Mikor érdemes, mikor nem érdemes külkereskedni (mikor van komparatív előnye az adott 
gazdaságnak)?  
d) Mi lesz a lehetséges végső felhasználások halmazának felső határa? Mi köze ennek a 
feladat megoldásából nyerhető árnyékárakhoz? Mi lesz a viszony a technológiához 
rendelhető hatékonysági árak és az árnyékárak között? 
 
13.12. feladat 
Mutassuk meg, hogy ha az export változását is a hazai és külföldi értékesítés rje = zj/xj
h 
arányán keresztül korlátoznánk, akkor a nyílt Leontief-gazdaság LP modelljének optimális 
megoldásából levezetett exportadók és -támogatások kiegyenlítik egymást! 
Könyv 354-355. oldal: „Egy ilyen megoldás esetén csak az (LP-13.4) feladat exportot korlátozó 
feltételei és a duális feladat célfüggvénye fog megváltozni az alábbiak szerint: 
 
 (j
ea) rj
eaxj
h  zj pi
hm + i
mfri
mf  i
mari
ma  pi
a  i
efri
ef + i
eari
ea (xi
h) 
 (j
ef) zj  rj
efxj
h wls + qks + vde  min!  
 
y1, 
v1 
y
2  
v
2 
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A megváltozott duális feltétel mindkét oldalán a hazai értékesítésre kerülő kibocsátás árindexe 
szerepel, amelynek nincs önálló jelölése a modellben. Eddig nem is volt rá szükség, mert a 
kibocsátás árindexe egységes volt (pi
a). Ha pi
h segédváltozóként utólag bevezetjük a hazai piacon 
értékesített kibocsátás árindexét, akkor a fenti feltételt az alábbi két feltételre bonthatjuk fel: 
 
 pi
h  pi
a  i
efri
ef + i
eari
ea, 
 
 pi
h  pi
hm + i
mfri
mf  i
mari
ma. 
… 
A hazai értékesítésű kibocsátás pi
h árindexe most is az exportált termékek vpj
we árától eltérően 
alakulhat, és pi
a már nem egy egységes termelői ár, hanem – a termékek felhasználói árához hasonló 
módon – a kétféle értékesítési piacon elért ár átlaga lesz. Az optimum (illetve az egyensúly) 
termékárakra vonatkozó feltételei most a következők lesznek (az i és j indexek használatakor a 
programozási modellben használt konvenciót követjük):  
 
 pj
a = pj
h + j
efrj
ef  j
earj
ea = pj
h  j
a = vpj
we  j
e,   (13.4.4) 
 
 pi
hm = pi
h  i
mfri
mf + i
mari
ma = pi
h  i
h = vpi
wm  i
m.   (13.4.5) 
 
A pj
a termelői árak, mint jeleztük, a kétféle értékesítési ár súlyozott átlagai lesznek: 
 
 pj
a = pj
hsj
d + vpj
wesj
e, 
 
ahol az sj
d és sj
e súlyok a kétféle értékesítési piac részesedési arányait jelölik, mint korábban.  
Mivel pedig az adók és a támogatások most már az export esetében is kiegyenlítődnek, nem 
befolyásolják a hazai végső jövedelmet, ezért az exportkorlátokhoz rendelt árnyékárak sem jelennek 
meg a duális feladat célfüggvényében.” 
 
13.13. feladat 
a) Írjuk fel és elemezzük az  
  x + u  z  Ax + y·sv 
 összevont mérleggel felírt LP-13.4. modell duálisát! 
A Könyv 350. oldalán primális és duális alakban egyaránt felírt LP-13.4 modell egyszerűsített 
alakja. 
 
b) Írja fel és elemezze az (LP-13.4) feladat  
 x + u  Ax + z + y·sv, <rm>(x  z) = u 
 és  
 x  z  <sh>(Ax + y·sv), u  <sm>(Ax + y·sv) 
 korlátokkal nyert két változatát, és mutassa meg egyenértékűségüket! 
Adjunk az x  z  <sh>(Ax + y·sv) egyenlőtlenség mindkét oldalához u+z -t úgy, hogy a jobb 
oldalon u helyére helyettesítsük be az u  <sm>(Ax + y·sv) az összefüggést: 
x  + u  z + <sh>(Ax + y·sv) + <sm>(Ax + y·sv) 
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Mivel definíciószerűen sh + sm = 1, a jobb oldalon történő összevonás után az alábbi adódik: 
x  + u   z + Ax + y·sv 
ami éppen az első termékmérleg-változat. Ebből az  x  z   Ax + y·sv  u . Ezt behelyettesítve 
az u első összefüggésébe u  = <rm>(x  z)  <rm>(Ax + y·sv  u) . Ezt u -ra explicit alakra 
rendezve: u   <1+rm>-1<rm>(Ax + y·sv). Ha tehát <sm> = <1+rm>-1<rm> , akkor ez éppen az u 
-ra adott 2. összefüggést adja. Q.E.D. 
 
c) Állítsa elő a a/ hazai felhasználások b/ a hazai kibocsátások és c/ az import árakat fix 
felhasználási arányok esetén, ahol jelölje x a hazai kibocsátást, u az importot, z pedig az 
exportot. Az árakat jelölje p megfelelő indexekkel. Az import estében az importot terhelő 
vámoktól NE tekintsen el. Minden változó tartalmát közérthetően írja le!  
 
a/ phm=ph<(x-z)<(x-z+u)>-1>+pm<u<(x-z+u)>-1> 
b/ pa=ph<(x-z)<x>-1>+pe<z<x>-1>,  
c/ pm=vpwm<1+tm> 
ahol: 
phm az országban megvásárolt termékek átlagos ára 
ph az országban megtermelt termékek hazai eladási ára 
pa az országban megtermelt termékek átlagos értékesítési ára 
pe a termékek export ára hazai valutában 
pwe  a termékek világpiaci ára (idegen valutában) 
v devizaárfolyam(index) 
tm az importot terhelő vámok %-ban. 
 
13.14. feladat 
Tekintsünk egy nyílt Leontief-gazdaságot a következő feltételek mellett:  
i) egységes (pozitív pi
w) világpiaci árak érvényesülnek mind az import, mind az export 
esetén;  
ii) a gazdaság nem adósodhat el a külföld felé;  
iii) a végső felhasználási preferenciák Stone–Kantorovics-féle jóléti függvénnyel adhatók 
meg; 
iv) az export volumenének meghatározott, pozitív alsó és felső korlátok (zja < zjf) között kell 
maradnia. (Az importra csak nem-negativitási kikötés van!)   
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a) Írjuk fel az optimális erőforrás-allokációt meghatározó LP modell primális és duális feladatát! 
(Használjunk xj
h, xj, ui, zj, yv, pj
a, pi
hm, w, q, v, i
ea, i
ef változókat és a szokásos paramétereket!) 
 
  (P) (D) 
 
  xj
h, xj, ui, zj, yv  0 pj
a, pi
hm, w, q, v, i
ea, i
ef  0  
 
 (pj
a) xj
h + zj  xj pj
a  i pi
hmaij + wlj + qkj (xj) 
 
 (pi
hm) j aijxj + yie + yvsiv  xi
h + ui i pi
hmsi
v  1  (y) 
 
 (w) j ljxj  ls pj
hm  pj
a (xj
h) 
 
 (q) j kjxj  ks pi
hm  vpi
w (ui) 
 
 (v) i pi
w(ui  zi)  0 vpj
w  j
ef + j
ea  pj
a  (zj) 
 
 (j
ea) zj
a  zj wls + qks + i
efzi
f  i
eazi
a  i pi
hmyi
e  min! 
 
 (j
ef) zj  zj
f   
 
  yv  max!   
 
Tegyük fel, hogy a feladatnak van olyan optimális megoldása, amelyben a változó fogyasztás szintje 
pozitív! 
 
b) Mutassuk meg, hogy az optimális megoldásban a deviza árnyékára szükségképpen pozitív lesz! 
   
yv > 0   i pi
hmsi
v = 1    pi
hm > 0 legalább egy i-re, ugyanakkor pi
hm  vpi
w    v nem lehet 0. 
 
c) Milyen közgazdasági összefüggést testesít meg a két célfüggvény optimális értékének egyenlő-
sége, mi a közgazdasági tartalma a bennük szereplő kifejezéseknek?   
 
 i pi
hm(yi
e + yvsi
v) = i pi
hmyi = wls + qks + i
efzi
f  i
eazi
a  
hazai végső fogyasztás értéke (összkiadás) = munka- és tőkejövedelmek plusz az exportadó-
támogatás egyenlege (összjövedelem) 
 
d) Tegyük még fel, hogy minden ágazati termékre szükség van a hazai felhasználásban, ami hazai 
termelésből és importból egyformán kielégíthető! Mi következik ebből a pi
hm árnyékár optimális 
értékének a meghatározására?   
 
 xi
h és ui közül legalább egyik pozitív  pi
hm = pi
a vagy pi
hm = vpi
w. Mivel pi
hm  pi
a és pi
hm  vpi
w, 
ezért csak a kisebbel lehet egyenlő, azaz  pi
hm = min (pi
a, vpi
w) = vpi
w  i
ef. 
 
e) Vizsgáljuk meg az alábbi három lehetséges esetet a főbb változók optimális értékeinek 
jellemzői és összefüggései tekintetében:   
i) ief > 0:       pi
a
 < vpi
w
      pi
hm = pi
a = vpi
w  i
ef      ui = 0;  zi = zi
f > 0; xi > 0;      
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ii) iea > 0:        pi
a
 > vpi
w
      pi
hm = vpi
w       ui > 0;  xi
h = 0;  xi = zi = zi
a > 0;  
iii) iea = ief = 0:        pi
a
 = vpi
w
 = pi
hm       ui  0;  zi
a  zi  zi
f; xi, zi > 0;     
 
f) Írjuk fel az ágazati termékárak egyensúlyi feltételeit a világpiaci árakkal a 
 pj
w
  i pi
w
aij  w lj + qkj,  
képlet analógiájára. 
xi, zi > 0; ezért: pj
a = vpj
w  j
ef + j
ea = i (vpi
w  i
ef)aij + wlj + qkj 
 
 pj
w   i pi
waij = wlj + qkj + (j
ea  j
ef + ii
efaij)/v 
 
 DRCj =
 

i ijij
jj
app
kqlw
ww
. 
 
 
13.15. feladat 
Rendezzük a külkereskedelemre képes (T index) és nem képes (N) termékeket előállító 
ágazatokat rendre egy-egy csoportba (JT, illetve JN indexhalmaz), és bontsuk fel ennek 
megfelelően a nyitott gazdaság LP-13.2. optimális erőforrás allokációs feladatában szereplő A, 
l, k ráfordítási együtthatókat, továbbá a fogyasztás rögzítettnek tekintett sv szerkezetét, a bruttó 
termelés x vektorát, és a világpiaci árak pw vektorát: 
 A = 








NNNT
TNTT
AA
AA
, l = (l T, l N), k = (kT, kN) , sv = (svT, svN), x = (xT, xN) , pw = (pwT, 0).  
a) A fenti jelölésekkel és a külkereskedelmi mérleg hiányának felső korlátját de –vel jelölve 
írja fel az ennek megfelelően átalakított (a rögzített szerkezetű fogyasztás y szintjének 
maximumát kereső) LP-13.2. feladat primális és duális feltételeit!    
  
Az optimális termelési és külkereskedelmi szerkezetet meghatározó feladat az alábbi formát 
ölti: 
 
Primális:  Duális: 
  xT, xN , u, z  0, y  0  pT, pN  0 , w, q, v  0 
(pT)  xT  ATTxT + ATNxN + y∙svT + z - u pT  pTATT + pNANT + w∙lT + q∙kT  (xT) 
(pN)  xN  ANTxT + ANNxN + y∙cvN  pN  pTATN + pNANN + w∙lN + q∙kN  (xN) 
(w)  lTxT + lNxN  ls  pT  v∙pw   (u)  
(q)  kTxT + kNxN  ks  pT  v∙pw   (z) 
(v)   pw(u  z)  de  pTcvT + pNsvN  1   (y) 
  y  max   w∙ls + q∙ks + v∙de  min 
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b) Legyen pwT, sv, l, k > 0, és létezzen  y > 0 optimális megoldás!  Elemezze és magyarázza 
meg a kapott optimumfeladat megoldásának matematikai jellemzőit (pl. pozitív árak és 
volumenek esetén mely gyenge egyenlőtlenségek teljesülnek egyenlőségként stb.)! 
   (3p) 
 Mivel v∙pw  pT  v∙pw ezért pT = v∙pw , és mivel pwT > 0 ezért pT = v∙pwT > 0.  
Ezért a termékmérlegek egyensúlyi feltétele egyenlőség formájában fog teljesülni: 
 xT = ATTxT + ATNxN + y∙svT + z  u. 
Ha sv > 0, akkor xN > 0, és a csak hazai piacra termelő ágazatok áraira az alábbi meghatározá-
sokat kapjuk:  
 pN = pTATN+ pNANN + w∙lN + q∙kN,  azaz   
 pN = (pTATN + w∙lN + q∙kN)(E  ANN)1 > 0    (13.3.2) 
mivel pT > 0 és ANN produktív, azaz (E  ANN)1 > 0.   
A pN árak pozitivitása miatt a termékmérlegek egyensúlyi feltétele is egyenlőség lesz: 
 xN = ANTxT + ANNxN + y∙svN.  
 Ha a duális feladatban külkereskedelemre képes ágazatok árnyékáraira vonatkozó pT  pTATT 
+ pNANT + w∙lT + q∙kT feltételbe behelyettesítjük a pN vektorra a (13.3.2) képletben kapott 
meghatározást akkor az 
 pT  pTATT + (pTATN + w∙lN + q∙kN)(E  ANN)1ANT + w∙lT + q∙kT feltételt kapjuk, amiből 
 pT{E  ATT  ATN(E  ANN)1ANT}  w∙{lT + lN(E  ANN)1ANT} + q∙{kT + kN(E  
ANN)1ANT} 
c) Fentiek alapján írja fel a DRC mutató (mátrixalgebrai) meghatározását!    
 Az iménti egyenlőtlenséget v-vel osztva, és a w= w/v , q= q/v jelöléseket bevezetve , valamint 
kihasználva, hogy pwT = pT/v megkapjuk a DRC mutatók képzésére szolgáló alapösszefüggést 
a jelen esetre:  
 
pwT{E  ATT  ATN(E  ANN)1ANT}  w∙{lT + lN(E  ANN)1ANT} + q∙{kT + kN(E  
ANN)1ANT}.    (13.3.3) 
A j-edik ágazat DRC mutatóját megkapjuk, ha a jobb oldalon található vektor j-edik elemét 
elosztjuk a bal oldali vektor j-edik komponensével:  
 
DRCj = 
   
   
j
jqwqw
NT1NNTNTTTw
TTNT1NNNN ''''
AAEAAEp
kAAEk



 ll
   (j  JT).  Lásd még a könyv 347-348. 
oldalait! 
d) Mekkora a DRC mutató értéke az optimális megoldásban termelő (és exportáló) 
ágazatokban, és az egyéb ágazatokban?      (1p) 
Mivel (13.3.3) továbbra is a duális feladatnak az xT árnyékárakhoz tartozó feltételének a 
módosult alakja, ha xT j-edik eleme pozitív, akkor egyenlőség formájában teljesül. Ezért az 
optimális megoldásban a jobb oldal és a bal oldal hányadosaként származtatott DRC mutató 
értéke 1, azaz csak a DRCj = 1 mutatóval rendelkező ágazatok termelhetnek és exportálhatnak. 
A többi ágazatban (amelyek tehát nem  termelnek és exportálnak) a DRC mutató 1-nél nagyobb, 
feltéve ha a nevező (a tradable ágazatok egységnyi termeléséhez szükséges vertikum világpiaci 
áras hozzáadott értéke), azaz a  mutató értéke egyáltalán pozitív. 
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e) Igazolja, hogy DRCj   
   
   
j
j
v NT
1NNTNTTTw
NT1NNTNTTT
AAEAAEp
AAEAAEp




   (j  JT) !  
Mivel a duális feladatból w∙lT + q∙kT  pT  pTATT  pNANT  és w∙lN + q∙kN  pN  pTATN  
pNANN, ezeket a DRCj mutató számlálójába – a tört v-vel való bővítése után - behelyettesítve a 
számlálóra az alábbi levezetést kapjuk: 
 w∙{lT + lN(E  ANN)1ANT} + q∙{kT + kN(E  ANN)1ANT} = w∙lT + q∙kT + w∙lN(E  ANN)1ANT 
+ q∙kN(E  ANN)1ANT = w∙lT + q∙kT + {w∙lN + q∙kN}(E  ANN)1ANT  pT  pTATT  pNANT+ 
{pN  pTATN  pNANN}(E  ANN)1ANT = pT  pTATT  pNANT+ pN(E  ANN)(E  ANN)1ANT 
 pTATN(E  ANN)1ANT = pT  pTATT  pNANT+ pNANT  pTATN(E  ANN)1ANT =  pT  
pTATT  pTATN(E  ANN)1ANT =  
= pT {E ATT  ATN(E  ANN)1ANT} , amit bizonyítani kellett. Ez a hozzáadott érték hazai 
áron. 
 
13.16. feladat 
A nyílt Leontief-gazdaság optimális (legnagyobb végső felhasználási szintet adó) erőforrás-
allokációjának elemzésekor megmutattuk, hogy az optimális termelési szerkezet 
meghatározásához a feladat redukálható a két erőforrás (munkaerő és tőke) korlátozó feltételei 
mellett értelmezett LP-feladat megoldására.  
a) Írja fel a redukált primális és duális feladatot, és adja meg az eredeti és a redukált 
feladatból kapott duális változók közötti kapcsolat? (A változók jelentését nem kell megadni!)  
   (P) (D) 
     x  0 w’, q’  0 
 (w’) lx  ls pw  pwA + w’·l + q’·k (x) 
 (q’) kx  ks pw(E  A)x  max!       
   w’·ls + q’·ks  min! 
 
  v = 1/pwcv, p = v·pw, w = v·w’, q = v·q’; 
Megmutattuk, hogy a redukált feladat duálisában szereplő egyenlőtlenségek nem mások, 
mint az ÁKM elemzésekben használatos, az ágazatok nemzetközi versenyképességének 
rangsorát adó DRC (domestic resource cost, hazai erőforrásköltség) mutatók képzésének 
alapösszefüggése. Átrendezve ugyanis az egyenlőtlenség egyik oldalán az egységnyi ágazati 
kibocsátások hazai munka- és tőkeráfordítás igénye, a másik oldalán a világpiaci áron mért 
hozzáadott értéke fog szerepelni. Maguk a DRC mutatók, az egységnyi termék előállítása során 
felhasznált erőforrások hazai költségének és a létrehozott, világpiaci áron számolt hozzáadott 
érték hányadosai.  
b) Írjuk fel a DRC mutató képletét, és mutassuk meg, hogy a DRC mutató legkisebb értéke 
1! Vajon mikor versenyképesebb egy ágazat egy másiknál?   
 DRCj = 
 

i ij
w
i
w
j
jj
app
kqlw
. 
 31 
A duális feltétel következménye.  
Amelyik DRC mutatója kisebb, az versenyképesebb a másiknál. Lásd még a könyv 347-
348. oldalait ! 
 
C 
(Excel-segédanyagok alapján kidolgozott számpéldák) 
13.17. feladat 
Az alábbi „A”-típusú (import vámmal együtt, hazai áron) folyó ráfordítási együttható-
mátrixszal bíró gazdaságban az első három ágazat külkereskedelem-képes (tradable). Számítsa 
ki az első 3 ágazat hozzáadott érték hazai/világpiaci áron becsült DRC mutatóját, ha az első 3 
termék világpiaci árindexe (azaz világpiaci/hazai ár) rendre 1,1 , 1,4 és 1,2! Értékelje a kapott 
eredményeket, a rangsor okait! 
Ráforditási együtthatók:   
 Agrár-élel. Energiaip Ipar 
Egyéb 
ág. 
Agrár-élelelm. 0,3 0,1 0,1 0,2 
Energiaipar 0,1 0 0,5 0,3 
Ipar 0,2 0,3 0,1 0 
Egyéb ág 0,2 0,4 0,1 0,4 
 
A DRC kiszámítási módja: először az A mátrixot az alábbi formába rendezzük: 







NNNT
TNTT
AA
AA
A , 
ahol például az ANT almátrix a tradable termékek fajlagos ráfordításait mutatja a non-
tradable termékekből. Ezután az alábbi képlet segítségével megkapunk egy ún. vertikum 
mátrixot:  
VER= E - ATT - ATN(E - ANN)-1ANT 
Ezután már csak ezt a VER mátrixot kell értékelni hazai, illetve világpiaci árakon, azaz a 
VER mátrixot beszorozzuk az egységvektorral, illetve a világpiaci árarányokat tartalmazó  
vektorral. A hazai árakon vett értékek szerepelnek a DRC mutató számlálójában ( vektor), míg 
a világpiaci árakon vett értékek a nevezőben ( vektor). 
DRC =  / =(1*VER)/(*VER) 
A számszerű megoldási menetet ld. 7.het_mo excel fájl 23-as munkalapján: 
 (E - ANN)-1 = 5/3 = 1,6667 , ATN(E - ANN)-1ANT =  
 
 
 
0,0667 0,1333 0,0333 
0,1 0,2 0,05 
0 0 0 
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VER =  
 
 = [ 0,2333 0,2667 0,2167 ] ,  = [0,1767 0,5033 0,1633] 
Eredmény: DRC = (1,32; 0,53; 1,33) 
Értékelés: beszállítói hatások miatt DRC-rangsor nem azonos eredeti világpiaci árindex 
rangsorral! A 2. legmagasabb világpiaci árindexű (3.) ágazat versenyképessége alacsonyabb 
mint a legalacsonyabb világpiaci árindexű (1.) ágazaté. 
 
13.18. feladat 
Az alábbi „A”-típusú (import vámmal együtt, hazai áron) folyó ráfordítási együttható-
mátrixszal bíró gazdaságban az első két ágazat külkereskedelem-képes (tradable). Számítsa ki 
az első 2 ágazat hozzáadott érték hazai/világpiaci áron becsült DRC mutatóját, ha az első 2 
termék világpiaci árindexe (azaz világpiaci/hazai ár) rendre 1,1  és 1,2! Értékelje a kapott 
eredményeket, a rangsor okait!    
 
Ráforditási együtthatók:   
 Agrár-élel. Energiaip Ipar Egyéb ág. 
Agrár-élel. 0,3 0,1 0,1 0,2 
Energiaip. 0,1 0 0,5 0,3 
Ipar 0,2 0,3 0,1 0 
Egyéb ág 0,2 0,4 0,1 0,4 
 
A DRC-mutató mátrixalgebrai kiszámításának módszerét lásd a könyv 348. oldalán. A konkrét 
számadatokkal a megoldás a DRC_dolg90114.XLS file-ban található. 
 
 
 
A(TT)  A(TN)  A(NT)  A(NN)  
0,3 0,1 0,1 0,2 0,2 0,3 0,1 0 
0,1 0 0,5 0,3 0,2 0,4 0,1 0,4 
 
(E-A(NN))-1 
1,111 0,000 
0,185 1,667 
 
A(TN)*(E-A(NN))-1*A(NT) 
0,0963 0,1778   
0,2222 0,3833   
E-A(TT)  
0,7 -0,1 
-0,1 1 
 
0,6333 -0,2333 -0,1333 
-0,2 0,8 -0,55 
-0,2 -0,3 0,9 
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E-A(TT)-A(TN)*(E-
A(NN)-1)*A(NT) 
0,604 -0,278 
-0,322 0,617 
0,2815 0,3389 
  
0,2774 0,4344 
  
1,0147 0,7801 
 
13.19. feladat 
Az alábbi ábra alapján becsülje meg, hányszorosára nőtt a CES-függvénnyel mért jólét a 
külkereskedelem révén! Indokolja a becslés lépéseit! 
 
A könyv 344. oldala 13.2. ábrája alapján készített fenti ábrában (lásd az LP2x2-CES.XLS 
file „kalib” munkalapját a honlapon) a két berajzolt görbe a zárt gazdaság és a nyílt gazdaság 
esetén elérhető jólétek (fogyasztói hasznosság) izokvantjai. Mivel a CES-függvény elsőfokú 
homogén, ezért adott termékarányt képviselő origóból induló egyenes, „sugár” mentén haladva 
arányosan nő a jólét. Ahol tehát a CES-izokvantok metszik például az y∙cv egyenest, (ami cv1= 
cv2=0,5 miatt éppen az y2=y1, azaz a 45 fokos szögfelező), azoknak a pontoknak az origótól való 
A netto termeles i lehetos eg ek halmaz a
pv∙y  = m 0   egyenes
pk∙y  = k 0   egyenes
világpiac i árarány 
egyenes  (pw)
T1 ≡  (e 1-r.1)∙x 1 
egyenes e
T2 ≡  (e 2-r.2)∙x 2 
egyenes e
y ∙c-hez  tartoz o 
egyenes
z árt C E S (y o pt) - hoz  
tartoz ó görbe
Nyílt gaz das ág 
optimális  iz okvantja
-6
-5
-4
-3
-2
-1
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Y1
Y
2
pv∙y = m0  egyenes
pk∙y = k0  egyenes
P w1/P w2 - hez  tartoz ó egyenes
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távolságai aránya mutatja a jólét növekedési arányát (a hivatkozott Excel-táblában konkrétan 
13,783/8,678=1,59 –szeres, a kinyomtatott ábrán pedig vonalzóval mérve 4,1 cm/2,6 cm=1,58 
–ra volt becsülhető). 
 
13.20. feladat 
Tekintsük az optimális megoldások jellemzőit két termék és két erőforrás esetén szemléltető 
alábbi ábrát: 
           
10.1. ábra: 
Legyen a munkaerőkorlátnak a T1 és T2 tengelyekkel való közös pontjainak (metszeteinek) 
koordinátái rendre és c és d, a tőkekorlátnak a T1 és T2 tengelyekkel való közös pontjainak 
(metszeteinek) koordinátái pedig rendre és b és q. Ezek az ábrából leolvashatók, azaz a 
továbbiakban ezeket ismertnek tekintjük. Hasonlóan feltesszük, hogy a ks , ls erőforráskorlátok, 
valamint az a1,1 és a2,2 ráfordítási együtthatók értékei is adottak. Hogy határozhatók meg a fenti 
adatokkal az l , k erőforrásigényességi vektorok, valamint az a1,2 és a2,1 ráfordítási együtthatók? 
A c pont által képviselt nettó kibocsátáshoz tartozó xc bruttó termelési vektorra fennáll, 
hogy c = (E  A) xc. Mivel c a T1 tengelyen van, ezért 2. kordinátája zérus: xc,2= 0. Továbbá 
mivel itt éppen kimerül a munkaerőkorlát, az l1xc,1 = ls, amiből xc,1 = ls/l1. Ezt 
visszahelyettesítve a c = (E  A) xc egyenletbe, és ezt kordinátánként kiírva, az alábbi 
összefüggésekhez jutunk: 
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1,1
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Ebből az l1 = (1 – a1,1)(ls /c1) , valamint az a2,1 = – c2l1 /ls  = –(1 – a1,1)(c2 /c1) 
meghatározásokat kapjuk a zöld szinkeretben szereplő technológiai együtthatókra.  
l(E  A)–1y = lˆ  y = 
ls 
k(E  A)–1y = kˆ  y = ks 
(E  A)xo = 
yosv 
k2x2 = ks  
k1x1 = 
ks  
y
1  
y2  
T
1  
T2  
Y 
l1x1 = 
ls  
l2x2 = 
ls  
 35 
Hasonlóan a b = (E  A) xb  és  k1xb,1 = ks egyenletekből a k1 = (1 – a1,1)(ks /b1) és a2,1 =  
–(1 – a1,1)(b2 /b1) meghatározásokat kapjuk. Megjegyzendő azonban, hogy az a2,1 utóbbi 
képlete azonos a korábban kapottal (ezért nem jelöltük zöld színkeretben), mivel a b és  c egy-
irányban (azonos sugáron) való elhelyezkedése miatt c2 /c1 = b2 /b1 . 
A T2 tengelyen levő metszéspontokra áttérve, a fentivel analóg levezetéssel a  d = (E  
A) xd  és  l2xd,2 = ls egyenletekből az l2 = (1 – a2,2)(ls /d2), valamint az a1,2 = – d1l2 /ls  = –
(1 – a2,2)(d1 /d2) meghatározásokat kapjuk a zöld szinkeretben szereplő technológiai 
együtthatókra. Végül a q = (E  A) xq  és  k2xq,2 = ks egyenletekből az k2 = (1 – a2,2)(ks /q2) 
meghatározást kapjuk. Természetesen az a1,2 a d és  q pontok egyirányban (azonos sugáron) 
való elhelyezkedése miatt az a1,2 =  –(1 – a2,2)(q1 /q2) képlettel is számítható. 
 
13.21. feladat 
(hosszú) 
Tegyük fel, hogy egy kétszektoros Leontief-technológiájú gazdaságban az R ráfordítási 
együtthatómátrix diagonális elemei az alábbiak: r11=0,4  r22=0,2 . A termeléshez csak munkaerőre 
és tőkére van szükség, ágazatonként rögzített ráfordítási együtthatókkal. A technológiai 
lehetőségek halmazából ismertek az alábbiak: 
Kordináta a B c D cv=   s= 
Y1 -2,5 15,0 9,0 -5 0,8 m0= 9 
Y2 5,0 -1,0 -0,600 10 0,2 k0= 15 
ahol az s vektor m0 eleme a rendelkezésre álló munkaerő, k0 a rendelkezésre álló tőke, az a 
és a b vektorok a tőkekorlát-egyenes metszete a T2 és T1 egyenesekkel (azaz a tőke által lehetővé 
tett maximális x2 és x1 értékéhez tartozó pontok), c és d vektorok a munkaerőkorlát-egyenes 
metszete a T1 és T2 egyenesekkel (azaz a munkaerő által lehetővé tett maximális x1 és x2 
értékéhez tartozó pontok)  (lásd az alábbi ábrát): 
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a) Fenti adatok ismeretében határozzuk meg az R mátrix értékét 
!    
r12 = -d1 
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1
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b) Határozzuk meg az pv és pk vektorok értékeit !    
m2 = (1-r22) 
0
2
m
d
, k2 = (1-r22) 
0
2
k
a
, k1 = (1-r11) 
0
1
k
b
, m1 = (1-r11) 
0
1
m
c
 és innen pv = m(E 
 R)–1 illetve pk = k(E  R)–1 
vagy közvetlenül az adatokból pv = m0·1[c,d]-1, illetve pk = k0·1[a,b]-1  
c) Számítsuk ki, hogy legfeljebb mekkora lehet a külker tekintetében zárt gazdaságban a cv 
termékszerkezetű fogyasztás y szintje!     
„A cv ismeretében a mc = m(E  R)1cv, illetve kc = k(E  R)1cv képletekkel kiszámíthatjuk 
egységnyi fogyasztás teljes (halmozott=közvetlen+közvetett) munka- illetve tőkeigényét. 
Ezután meghatározhatjuk az m0 /mc és k0 /kc a rendelkezésre álló munkaerő és tőkeállomány 
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által külön-külön lehetővé tett fogyasztási szint (y) nagyságát. A helyettesítési lehetőségek híján 
a szűk keresztmetszet számít azaz a fogyasztási szint az y = f(m0, k0) = min { m0 / mc, k0 / kc } 
képlettel határozható meg. Innen az yopt optimális fogyasztási vektor az yopt = y cv képlettel 
határozható meg” (lásd LP-CES.doc, ill. jegyzet 197-198. old.) 
d) Ha a világpiaci árak vektora pw = (0,6 ; 1), akkor a nyitott gazdaságban (mindkét termék 
tradable) hogy módosul az optimális termelés (x vektor) és fogyasztási 
szint?    
„Az, hogy a világpiaci árarányt képviselő érintő hol helyezkedik el függ a pw , pv , pk árak 
arányaitól. A 3 árarány tekintetében 3!=3∙2∙1=6 eset képzelhető el. Attól függően, hogy melyik 
eset áll fenn, a világpiaci árarány egyenes a halmaz más és más csúcsán halad át. Ezeket 
konkrétan meg tudjuk határozni a meredekségek sorrendjétől függően. Miután a konkrét 
esetben releváns csúcsot meghatároztuk, ennek és az egyenesnek a meredekségének a 
függvényében meg tudjuk határozni az egyenes konstansát is, azaz az elérhető világpiaci 
hozzáadott értéket (végső kibocsátást világpiaci áron).” 
Mivel a konkrét esetben a világpiaci áregyenes meredeksége a 2 erőforráskorlát egyenesé 
között van, a legmagasabb világpiaci érték izokvant egyenes a 2 erőforráskorlát t 
metszéspontján megy át. Ezt a t =g1∙a+ (1-g1) ∙b = g2∙c+ (1-g2) ∙d (metszéspont-) feltételből 
(azaz, hogy t egyfelől az a és b vektorok konvex lineáris kombinációja, másfelől pedig a c és d 
egyeneseké) meghatározott g = [a-b,d-c ]-1(d-b) súlyokkal számíthatjuk ki.  
Természetesen t máshogy is kiszámítható: Mivel ekkor mindkét korlát kimerül, a Dx = s 
egyenletből x = D-1s , majd ebből y0=(E-R)x= számítható, ahol most y0=t. Innen a világpiaci 
hozzáadott értéket a h=pw(E-R)x= pwt szorzat adja. 
A  h= pw∙(y∙cv) egyenletből a fogyasztási szint az  y= h/pw cv képlettel határozható meg.  
 
13.22. feladat 
(hosszú) 
Tegyük fel, hogy egy kétszektoros Leontief-technológiájú gazdaságban a termeléshez a 
munkaerőre és tőkére ágazatonként rögzített ráfordítási együtthatókkal van szükség. A 
technológiai lehetőségek halmazából ismertek az alábbiak: 
 
Kordináta a b c d cv=   s= 
Y1 -2 16 8 -6 0,5 m0= 3 
Y2 5 -2 -1 15 0,5 k0= 2 
 
ahol az s vektor m0 eleme a rendelkezésre álló munkaerő, k0 a rendelkezésre álló tőke, az a 
és a b vektorok a tőkekorlát-egyenes metszete a T2 és T1 egyenesekkel (azaz a tőke által lehetővé 
tett maximális x2 és x1 értékéhez tartozó pontok), c és d vektorok a munkaerőkorlát-egyenes 
metszete a T1 és T2 egyenesekkel (azaz a munkaerő által lehetővé tett maximális x1 és x2 
értékéhez tartozó pontok)  (lásd az alábbi ábrát): 
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a) Határozzuk meg az pv és pk vektorok értékeit ! 
pv = m0·1[c,d]-1, illetve pk = k0·1[a,b]-1  
pv= 0,421 0,368 
pk= 0,184 0,474 
b) Számítsuk ki, hogy legfeljebb mekkora lehet a külker tekintetében zárt gazdaságban a cv 
termékszerkezetű fogyasztás y szintje! 
Az mc = p
vcv, illetve kc = p
kcv képletekkel kiszámíthatjuk egységnyi fogyasztás teljes 
munka- illetve tőkeigényét. Ezután meghatározhatjuk az m0 /mc és k0 /kc a rendelkezésre álló 
munkaerő és tőkeállomány által külön-külön lehetővé tett fogyasztási szint (y) nagyságát.  
 
mc= 0,395 fogy.keresztmetszetek: 
kc= 0,329 m0/mc= 7,600 
 k0/kc= 6,080 
 
A helyettesítési lehetőségek híján a szűk keresztmetszet számít azaz a fogyasztási szint az 
y = f(m0, k0) = min
 { m0 / mc, k0 / kc } képlettel határozható meg. Innen az yopt optimális 
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fogyasztási vektor az yopt = y cv képlettel határozható meg” (lásd LP-CES.doc, ill. jegyzet 197-
198. old.) 
y= 6,080 
Y= y∙cv= 3,040 
  3,040 
c) Ha a világpiaci árak vektora pw = (1,5 ; 1), akkor a nyitott gazdaságban (mindkét termék 
tradable) hogy módosul az optimális fogyasztási szint? 
Mivel a világpiaci árarányt képviselő egyenes a legmeredekebb, a halmaznak a C (8,-1) 
csúcsán halad át. Ennek és az egyenesnek a meredekségének a függvényében meg tudjuk 
határozni az egyenes konstansát is, azaz az elérhető világpiaci hozzáadott értéket (végső 
kibocsátást világpiaci áron).     
pwy = pwc = 1,5∙8-1∙1 = 11 (= h) 
Tehát h=11 a végső kibocsátás (és fogyasztás) maximális világpiaci értéke. Mivel egységnyi 
fogyasztás értéke (pwcv) 1,25, ezért az elérhető fogyasztási szint az  y= h/pw cv képlettel 
határozható meg, azaz11/1,25 = 8,8 egység.   
d) Ha a termékenként 0,1 egységnyi devizában – mindkét irányban - felmerülő szállítási 
költségek miatt a nettó (f.o.b.) exportár alacsonyabb a szállítási költségeket is tartalmazó (c.i.f.) 
importárnál, akkor hogy módosul az optimális fogyasztási szint? 
A 0,1-et az exportnál levonva, az importnál hozzáadva a világpiaci árhoz a pwe = (1,4 ; 0,9)  
pwm = (1,6 ; 1,1) árvektorokat kapjuk. Mivel eddig 1-es terméket cseréltünk 2-esre, ezért a 
cserearányok pwe1 / pwm2 = 1,4/1,1= 1,2727 –re csökkent. Mivel még mindig ez a legmeredekebb 
(pv1/pv2=1,1429, pk1/pk2=0,3889), továbbra is érdemes cserélni a C pontból kiindulva. Az új 
cserearány egyenest tehát a pem = (1,4 ; 1,1)  vektor képviseli, azaz az előbbi esethez hasonlóan 
tudjuk meghatározni az optimális fogyasztási szintet: y= h/pemcv = pemc/pemcv = (1,4∙8-1,1∙1)/( 
1,4∙0,5+1,1∙0,5) = 10,1/1,25=8,08.  
e) Ha a fogyasztó jóléti szintjét a 
1/ 1 1/ 1/ 1 1/ 1/(1 1/ )
1 2( ) ( +(1- ) )CES y y
           y  
függvény méri, ahol λ = 1,195 , α = 0,2 , σ = 1,1 , akkor mekkora lesz a fogyasztó jóléti  szintje? 
Megoldás: a fenti CES-függvény esetén az optimális termékarány az 
1
2
2
1(1 )
w
w
y p
y p



  
   
   
képlettel adódik, ahol pw most helyére pem írandó. 
Ezután az optimum könnyen meghatározható, hiszen a  
hemp y  
feltétellel kiegészített egyenletrendszerben 2 ismeretlen (y1 és y2) és 2 egyenlet van. 
Konkrétan: 
1
2
y
y
=0,167, 1,4∙y1+1,1∙ y2 = 8,08. Ebből: 
y=  
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1,0113 
6,0583 
A jóléti szint = 8,3594. 
 
13.23. feladat 
 (hosszú) 
Tegyük fel, hogy egy kétszektoros Leontief-technológiájú gazdaságban ismertek a közvetlen és 
teljes erőforrásigényességek alábbi értékű  m, k, pv és pk vektorai,   
  1. ágazat 2. ágazat  
pv= 1,097 1,448 
pk= 1,241 3,621 
m= 0,600 0,720 
k= 0,600 2,400 
valamint az s vektor (melynek m0 eleme a rendelkezésre álló munkaerő, k0 a rendelkezésre álló 
tőke) és a fogyasztás cv termékszerkezete az alábbi értékekkel: 
Kordináta 
cv= 
  
s= 
Y1 0,6 m0= 9 
Y2 0,4 k0= 15 
 (lásd az alábbi ábrát): 
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a) Fenti adatok ismeretében határozzuk meg az R mátrix értékét 
!    
 „Ha D jelöli az m és k erőforrás fajlagosokat összefoglaló mátrixot, azaz D =
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 , amiből R a szokásos módon meghatározható”. A számszerű eredményeket lásd az LP-
2x2-CES-dolg8605.xls file-ban 
c) Számítsuk ki, hogy legfeljebb mekkora lehet a külker tekintetében zárt gazdaságban a cv 
termékszerkezetű fogyasztás y szintje!     
 „a mc = m(E  R)1cv, illetve kc = k(E  R)1cv képletekkel kiszámíthatjuk egységnyi 
fogyasztás teljes (halmozott=közvetlen+közvetett) munka- illetve tőkeigényét. Ezután 
A nettó termelés i-, c s ere- és  fog yas z tás i lehetős ég ek
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iz okvantja
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meghatározhatjuk az m0 /mc és k0 /kc a rendelkezésre álló munkaerő és tőkeállomány által külön-
külön lehetővé tett fogyasztási szint (y) nagyságát. A helyettesítési lehetőségek híján a szűk 
keresztmetszet számít azaz a fogyasztási szint az y = f(m0, k0) = min { m0 /mc, k0 / kc } képlettel 
határozható meg. Innen az yopt optimális fogyasztási vektor az yopt = y cv képlettel határozható 
meg.” 
Lásd még a jegyzet 197-198. oldalát! A számszerű eredményeket lásd az LP-2x2-CES-
dolg8605.xls file-ban ! 
d) Ha a világpiaci árak vektora pw = [ 1,2 ;  1 ], akkor a nyitott gazdaságban (mindkét termék 
tradable) hogy módosul az optimális termelés (x vektor) és fogyasztási 
szint?    
 „A nyílt gazdaság optimális termelése (nettó kibocsátása) ott lesz, ahol az így (2 kis 
háromszöggel) kibővült technológiai halmazt érinti a világpiaci árarányt (illetve cserearányt) 
kifejező meredekségű egyenes ((azaz az elérhető legmagasabb izokvantja a pwy egyenesnek). 
Az optimális fogyasztás pedig ott lesz, ahol ezen az egyenesen haladva (fokozatosan 
cserélve egyik terméket a másikra) elérjük (metsszük) a rögzített fogyasztás egyenesét 
(ábránkon kb. a 45 fokos szögfelezőt).” A számszerű eredményeket lásd az LP-2x2-CES-
dolg8605.xls file-ban ! 
e) Ha az előbbiekkel szemben a fogyasztói jólétet az α = 0,2 , σ = 0,5 , λ = 5/3 paraméterű  
1/ 1 1/ 1/ 1 1/ 1/(1 1/ )
1 2( ) ( +(1- ) )CES y y
           y  
függvény fejezi ki (azaz a fogyasztás szerkezete változhat), akkor hogyan változik meg az 
optimális fogyasztás vektora (yopt) és milyen arányban módosul a fogyasztói jólét szintje?  
(ha a konkrét számadatokat nem tudta meghatározni, akkor vezesse le az optimumot 
paraméteresen!) 
LP-CES.doc: „az optimum könnyen meghatározható, hiszen a  
1
2
2
1(1 )
w
w
y p
y p



  
   
   
 
hwp y  
egyenletrendszerben 2 ismeretlen (y1 és y2) és 2 egyenlet van (természetesen a CES-
függvény α és σ paramétereit ismerjük).” A számszerű eredményeket lásd az LP-2x2-CES-
dolg8605.xls file-ban! 
 
13.24. feladat 
Legyen egy kis (árelfogadó) nyitott gazdaság adatai az alábbiak: 
R=   D=   s=  
 1,4 -0,6 m= 0,3 0,5 m0= 3 
 -0,7 1,1 k= 0,5 0,2 k0= 2 
D(E-R)-1=   D-1=   cv=  
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pv 1,0 1,0  -1,0526 2,6316  0,5 
pk 0,5 1,0  2,6316 -1,5789  0,5 
(E-R)-1=   E-R=     
 0,2632 1,5789  -0,4 0,6   
 1,8421 1,0526  0,7 -0,1   
D(E-R)-1cv=   s/D(E-R)-1cv=   
mc= 1    3,0000   
kc= 0,75    2,6667   
      Ellenőrzés: 
y= 2,6667 y= y∙cv= 1,3333 x=  2,4561 m=mx= 2,6667 
   1,3333  3,8596 k=kx= 2,0000 
Legyenek továbbá a 2 (tradable=külkereskedelemképes) termék világpiaci árai az 
alábbiak: 
pw= 0,75 1 
 
Mekkora lesz az optimális termelés (x0), fogyasztási szint (y), és ez mekkora többletet 
jelent a zárt gazdaság maximális fogyasztási lehetőségeihez képest? 
Lásd a jegyzet 13.2 ábráját és hozzá tartozó magyarázatokat, ill. az LP-2x2.xls file-t 
(ugyan ennek adataival az R mátrix egyes elemei negatívaknak adódnak, nem befolyásolja 
az optimális megoldás értékét, y-t. Egy pozitív együtthatómátrixot tartalmazó hasonló 
feladatot lásd a LP-2x2-poz.xls file-ban). 
 
13.25. feladat 
Tegyük fel, hogy egy kétszektoros Leontief-technológiájú gazdaságban a termeléshez a 
munkaerőre és tőkére ágazatonként rögzített ráfordítási együtthatókkal van szükség. A 
rendelkezésre álló munkaerő: l0 = 3, a rendelkezésre álló tőke: k0 = 2. 
Legyenek a közvetlen erőforrásigényességek ( D = 





k
l
  mátrixba összefoglalt) vektorai  k 
= (0,045 ; 0,072),  l = (0,099 ; 0,058), továbbá legyenek a teljes (közvetlen+közvetett) 
erőforrásigényességek vektorai 
Dˆ =[
𝐩𝐯
𝐩𝐤
]= 








306,0155,0
314,0292,0
, azaz Dˆ az egymás alá írt pv és pk  sorvektorokat összefoglaló 
mátrixot jelöli. 
Legyen mindkét termék tradable és a világpiaci árak vektora pw = (0,85 ; 1)! 10 egységnyi 
külkereskedelmi deficit megengedésével, a 
1/ 1 1/ 1/ 1 1/ 1/(1 1/ )
1 2( ) ( +(1- ) )CES y y
           y  függvénnyel mért fogyasztói jólét 
mekkora szintjét lehet elérni, ha λ = 1,106; α = 0,3; σ = 0,8 ? 
Mivel a világpiaci árarányt képviselő egyenes a pv es pk meredeksége közé esik, ezért az 
optimális (világpiaci áron maximális nettó kibocsátású) termelés mindkét erőforrást teljesen 
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kihasználja, azaz s = Dx amiből x = D-1s.  Ekkor a nettó kibocsátás pw(E-A)x világpiaci értéke 
pw(E-A) D-1s  lesz. Az A mátrix értéke a Dˆ = D(E-A)-1 összefüggésből számítható az A = E  
Dˆ
 -1 D képlettel. Konkrétan A = 








7,0056,0
125,06,0
. 
A fogyasztásra rendelkezésre álló jövedelem tehát  
h = pw(E-A)x + de = pw(E-A) D-1s + de = 18,98    
Optimumban az áraranyoknak a helyettesítési határarányokkal kell megegyeznie, amik 
viszont a hasznossági függvény ui parciális deriváltjai arányaival egyeznek meg (
,
d
d
n
i
hn
hi
ih
nh
p
p
u
u
y
y
 lásd Zalai (2012) könyve 55. oldalán). Ezek a konkrét CES(y) függvény 
esetén a 

 
/1





 
 
i
i
i
y
u
u
 
alakra hozhatók ( σ=1/(1+ß) , u a célfüggvény értékét jelöli, α1= α, α2= 1-α), vagyis  



/1/1















i
j
i
i
j
i
j
i
y
y
u
u
p
p
 
ahol pi= p
w
i . Ebből  





















i
j
j
i
j
i
p
p
y
y
 
Ezt az egyenletet a  
h = pw y 
költségvetési korláttal kiegészítve egy olyan egyenletrendszert kapunk, amiben 2 ismeretlen 
(y1 és y2) és 2 egyenlet van. Ez megoldható. 
Konkrétan: 
1
2
y
y
=(0,3/0,7)∙ (1/0,85)0,8 = 0,488  
amiből y1 =0,488∙y2  . Ezt a költségvetési korlátba behelyettesítve  
0,85∙(0,488∙y2) +1∙ y2 = 18,98. Ebből y2 =13,415 , azaz  y1 =0,488∙13,415 = 6,547. Géppel: 
y=  
6,5485 
13,4169 
A jóléti szint = 22,028. A feladat megoldása az LP-2x2-6eset-CES-dolg965.xls file 
"Kalib" munkalapján is megtalálható. 
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13.26. feladat 
Tegyük fel, hogy egy kétszektoros Leontief-technológiájú gazdaságban a termeléshez a 
munkaerőre és tőkére ágazatonként rögzített ráfordítási együtthatókkal van szükség. A 
rendelkezésre álló munkaerő: l0 = 3, a rendelkezésre álló tőke: k0 = 2. A fajlagos 
termékráfordítások A mátrixa, valamint a közvetlen fajlagos tőke- és munkaerőigények 
vektorai (k és l) az alábbiak: 
  A = 








7,0056,0
125,06,0
, k = (0,045 ; 0,072),  l = (0,099 ; 0,058). 
Legyen mindkét termék tradable (külkerképes) és a világpiaci árak vektora pw = (0,85 ; 1) 
! 10 egységnyi külkereskedelmi deficit megengedésével, mekkora lesz az optimális termelés, a 
végső kibocsátás és a fogyasztás vektora, valamint az elérhető (maximális) fogyasztási szint ha 
a fogyasztói jólétet az α = 0,3 , σ = 0,8 , λ = 1,106 paraméterű  
 
1/ 1 1/ 1/ 1 1/ 1/(1 1/ )
1 2( ) ( +(1- ) )CES y y
           y  
függvény fejezi ki? Képletekkel is vezesse is le a megoldást!    
 
Megoldás: A teljes (közvetlen+közvetett) erőforrásigényességek vektorai:  
Dˆ :=[
𝒍ˆ 
𝐤ˆ
]= D(E-A)-1 = 








306,0155,0
314,0292,0
 
Mivel a világpiaci árarányt képviselő egyenes az lˆ  és kˆ  meredeksége közé esik, ezért az 
optimális (világpiaci áron maximális nettó kibocsátású) termelés mindkét erőforrást teljesen 
kihasználja, azaz s = Dx amiből x = D-1s.  Ekkor a nettó kibocsátás pw(E-A)x világpiaci értéke 
pw(E-A) D-1s  lesz. A fogyasztásra rendelkezésre álló jövedelem tehát  
h = pw(E-A)x + de = pw(E-A) D-1s + de = 18,98.   
Optimumban az áraranyoknak a helyettesítési határarányokkal kell megegyeznie, amik 
viszont a hasznossági függvény ui parciális deriváltjai arányaival egyeznek meg (
,
d
d
n
i
hn
hi
ih
nh
p
p
u
u
y
y
 lásd Zalai (2012) könyve 55. oldalán). Ezek a konkrét CES(y) függvény 
esetén a 

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/1





 
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alakra hozhatók ( σ=1/(1+ß) , u a célfüggvény értékét jelöli, α1= α, α2= 1-α), vagyis  



/1/1








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ahol pi= p
w
i . Ebből  
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Ezt az egyenletet a  
h = pw y 
költségvetési korláttal kiegészítve egy olyan egyenletrendszert kapunk, amiben 2 ismeretlen 
(y1 és y2) és 2 egyenlet van. Ez megoldható. 
Konkrétan: 
1
2
y
y
=(0,3/0,7)∙ (1/0,85)0,8 = 0,488  
amiből y1 =0,488∙y2  . Ezt a költségvetési korlátba behelyettesítve  
0,85∙(0,488∙y2) +1∙ y2 = 18,98. Ebből y2 =13,415 , azaz  y1 =0,488∙13,415 = 6,547. Géppel: 
y=  
6,5485 
13,4169 
A jóléti szint = 22,028. A feladat megoldása az LP-2x2-6eset-CES-dolg965.xls file "Kalib" 
munkalapján is megtalálható. 
 
13.27. feladat 
Tegyük fel, hogy az egy kétszektoros Leontief-technológiájú gazdaságban a termeléshez az 
egyes termékekre, valamint munkaerőre és tőkére ágazatonként rögzített ráfordítási 
együtthatókkal van szükség. A rendelkezésre álló munkaerő: ls = 7, a rendelkezésre álló tőke: 
ks = 3. A fajlagos termékráfordítások A mátrixa, valamint a közvetlen fajlagos tőke- és 
munkaerőigények vektorai (k és l) az alábbiak: 
  A = 
0,6 0,125
0, 1 0,7
 
 
 
, k = (0,05 ; 0,1),  l = (0,2 ; 0,05) .  
  a) Ha nincs külkereskedelem és a fogyasztási szerkezet rögzített, sv = (0,6 ; 0,4), akkor mekkora 
lesz az optimális termelés (x0), a fogyasztás (y0) vektora, valamint a fogyasztási szint (y0) értéke 
? 
x1
0 =  20,6       ,  x2
0 =  19,7      ,  y1
0 = 5,776     , y2
0 = 3,851    ,  y0 = 9,627 
b) Legyen mindkét termék tradable (külkerképes) és a világpiaci árak vektora pw = (0,9 ; 1) ! 
Külkereskedelmi deficit meg nem engedésével mekkora lesz az optimális termelés, a végső 
kibocsátás és a fogyasztás vektora, valamint az elérhető (maximális) fogyasztási szint? 
x1
0 = 31,43   ,  x2
0 = 14,29   ,  v1
0 = 10,79  , v2
0 = 1,14    ,  y1
0 =  6,71  ,  y2
0 = 4,48  ,  y0 = 11,19 
c) Ha a termékenként 0,1 egységnyi devizában – mindkét irányban - felmerülő szállítási 
költségek miatt a nettó (f.o.b.) exportár alacsonyabb a szállítási költségeket is tartalmazó 
(c.i.f.) importárnál, akkor hogy módosul az optimális fogyasztási szint? 
A 0,1-et az exportnál levonva, az importnál hozzáadva a világpiaci árhoz a pwe = (0,8 ; 0,9)  
pwm = (1 ; 1,1) árvektorokat kapjuk. Mivel eddig 1-es terméket cseréltünk 2-esre, ezért a 
cserearányunk pwe1/pwm2 = 0,8/1,1= 0,727 –re csökkent. Mivel ez még mindig a kettő között 
van (l^1/l
^
2=1,444, k
^
1/k
^
2 =0,54), továbbra is érdemes cserélni a t pontból kiindulva. Az új 
cserearány egyenest tehát a pem = (0,8 ; 1,1)  vektor képviseli, azaz az előbbi esethez 
hasonlóan tudjuk meghatározni az optimális fogyasztási szintet: y= h/pemsv = pemt/pemsv = 
(0,8∙10,79+1,1∙1,14)/(0,8∙0,6+1,1∙0,4) = 9,89/0,92=10,75. 
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13.28. feladat 
Tegyük fel, hogy egy kétszektoros Leontief-technológiájú gazdaságban a termeléshez 
magukra a termékekre, továbbá munkaerőre és tőkére van szükség. A rendelkezésre álló 
munkaerő és tőke mennyisége: ls = 3 és ks = 2. A fajlagos termékráfordítások A mátrixa, 
valamint a közvetlen fajlagos tőke- és munkaerőigények vektorai (k és l) az alábbiak: 
  A = 





7,01,0
1,04,0
, k = (0,05 ; 0,07),  l = (0,1 ; 0,06) .  
 a) Tegyük fel, hogy nincs külkereskedelem és a fogyasztás szerkezete adott, sv = (0,4; 0,6). 
Mi lesz az optimális termelés (x0), a fogyasztás (y0) vektora, valamint a fogyasztási szint (y0) 
értéke ? Képletekkel is vezesse le a megoldást! 
 A megoldás módszerét lásd az LP-CES.DOC file-ban, a konkrét számításokat a LP-2x2-6eset-
CES-dolg110517.xls file „modell” munkalapján ! 
x1
0 =  9,73  (B17 cella),  x2
0 =  21,62 (B18),  y1
0 = 3,676 (B15),  y2
0 = 5,514 (B16),  y0 = 9,189 (B14) 
 
b)  Ha az előbbivel szemben a fogyasztói jólétet az α = 0,4 , σ = 0,8 , λ = 1 paraméterű  
1/ 1 1/ 1/ 1 1/ 1/(1 1/ )
1 2( ) ( +(1- ) )CES y y
           y  
függvény fejezi ki (azaz a fogyasztás szerkezete változhat), akkor hogyan változik meg az 
optimális fogyasztás vektora (yo) és milyen arányban módosul a fogyasztói jólét szintje? 
(Ha nem tudta meghatározni a számadatokat, akkor is vezesse le az optimumot paraméteresen!) 
x1
0 = 12,638,  x2
0 = 19,543 ,  y1
0 =  5,628  (J19 cella),  y2
0 = 4,6 (J20 cella) ,  y0 = 9,667 (H20 cella) 
Az  x0 vektort az  x0 = (E  A)1y0  képlettel határoztuk meg. Az inverz-mátrix értékei a G6:H7 
többen találhatók. 
c) Legyen mindkét termék tradable (külkerképes) és a világpiaci árak vektora pw = (0,6 ; 1) 
! Külkereskedelmi deficit meg nem engedésével, mekkora lesz az optimális termelés, a végső 
kibocsátás és a fogyasztás vektora, valamint az elérhető (maximális) fogyasztási szint (továbbra 
is CES-jóléti függvénnyel)? Képletekkel is vezesse is le a megoldást! 
x1
0 = 22,5   ,  x2
0 = 12,5   ,  v1
0 = 12,25  , v2
0 = 1,5    ,  y1
0 =  5,542  ,  y2
0 = 5,525  ,  y0 = 10,789 
Mivel a világpiaci cserearány egyenes meredeksége a tőkekorlát és munkaerőkorlát 
egyenese meredeksége közé esik, ezért a maximális világpiaci áru v végső kibocsátást éppen a 
g csúcspont (J6:J7 cellák) adja. Ennek világpiaci áras értéke 8,85. Tehát az optimumot 
meghatározó  pwy = h , 
1
2
2
1(1 )
w
w
y p
y p



 
  
  
egyenletrendszerben h=8,85. A 2 ismeretlent 
(y1 és y2) és 2 egyenletet tartalmazó egyenletrendszer (természetesen a CES-függvény α és σ 
paramétereit ismerjük) megoldásaként kapjuk a fenti y0 értékeket (J22:J23 cellák) majd ezt a 
CES-függvénybe behelyettesítve y0 értékét (H21 cella). Végül az  x0 vektort ismét az  x0 = (E  
A)1y0  képlettel határozhatjuk meg (J25:J26 cellák). 
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13.29. feladat 
Ha a korábbi feladatban a fogyasztói jólétet az α = 0,3 , σ = 0,8 , λ = 2,02 paraméterű  
1/ 1 1/ 1/ 1 1/ 1/(1 1/ )
1 2( ) ( +(1- ) )CES y y
           y  
függvény fejezi ki (azaz a fogyasztás szerkezete változhat), akkor hogyan változik meg az 
optimális fogyasztás vektora (yopt) és milyen arányban módosul a fogyasztói jólét 
szintje?    
(ha a konkrét számadatokat nem tudta meghatározni, akkor vezesse le az optimumot 
paraméteresen, a h = pwy világpiaci ár – költségkorlát - és a fenti CES-függvény paraméterei 
függvényében!) 
„az optimum könnyen meghatározható, hiszen a  
1
2
2
1(1 )
w
w
y p
y p



 
  
  
 
hwp y  
egyenletrendszerben 2 ismeretlen (y1 és y2) és 2 egyenlet van (természetesen a CES-
függvény α és σ paramétereit ismerjük).” 
 
 
 
14. fejezet – Az optimális erőforrás-allokáció nemlineáris (NLP) 
elemzése 
 
B 
14.1. feladat 
A többszektoros nemzetgazdasági erőforrás allokációs LP-modellekben hogy lehet a 
túlspecializáció problémáját kezelni? 
Könyv 348.old.:„A túlspecializáció életidegen jelenségének a bekövetkezését úgy 
igyekeztek megakadályozni, hogy az egyes változók lehetséges mozgási tartományát 
különböző egyedi és csoportos korlátokkal behatárolták. Itt és most, az egyszerűség kedvéért, 
mi csak az exportra és az importra vezetünk be korlátokat. Éspedig, az exportra 
zi
a  zi  zif 
formában adott egyedi korlátokat.” „Az import esetében csoportos korlátokat vezetünk be, a 
hazai és külföldi eredetű, egyéként azonos ágazati jellegű termékek arányát, az rim = ui/xih = 
si
m/si
h rátákat (ahol sim és sih a 2 forrás részesedési aránya az adott termék összforrásán belül) 
szorítjuk be alsó és felső korlátok közé a következőképp felírható lineáris egyenlőtlenségekkel:  
ri
ma·xih  ui  rimf·xih  ” 
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14.2. feladat 
Mi a helyettesítési rugalmasság, és optimális viselkedésnél ez mivel lesz egyenlő?  
Könyv 360. oldal: „A helyettesítési rugalmasság a két összetevő aránya és a helyettesítési 
határarányuk (r és du/dxh) között feltételezett függvény rugalmassága. Optimális megoldás 
esetén a helyettesítési határarány megegyezik az árarányokkal (du/dxh = ph/pm), ezért a 
helyettesítés rugalmassága megegyezik az r = r(pm/ph) keresleti függvény rugalmasságával.  
Emlékeztetünk arra, hogy a rugalmasság (elaszticitás) matematikai fogalma a differenciálható 
(deriválható) függvényekhez kapcsolódik. Egy y = f(x) függvény adott (x, y) pontjában a 
rugalmasság mértéke:   = f x /y = (dy / dx):(y /x) = (dy /y):(dx /x).” 
 
14.3. feladat 
Milyen 2 fő előnnyel jár a ha LP modellről NLP modellre térünk át (eltekintve attól, hogy 
egyszerűsödik a felírás)? 
Árnyékárak stabilabbak és mikroökonómiai alapokon értelmezhetők az egyenletek 
 
14.4. feladat 
Mi az alkalmazott többszektoros nemzetgazdasági modellekben az Armington-feltevés, és 
mi ennek a szerepe? 
Könyv, 369.old.: „A származási országok szerint differenciált termékek feltevését először 
Armington (1969) vezette be az input-output modellek kapcsán. Annak a jelenségnek az 
elméleti magyarázatára vette igénybe, vajon miként fordulhat elő, hogy egy és ugyanazon 
ágazaton belül van import és export is: homogén ágazati kibocsátás, azaz az ágazati termékek 
tökéletes helyettesíthetősége esetén ugyanis ez egyensúlyban nem lenne lehetséges. A CGE 
modellek irodalmában ezért Armington-feltevésként szokás utalni az azonos ágazati termékek 
földrajzi eredet szerint differenciált voltára.” 
 
C 
 
14.5. feladat 
Tekintsük a zárt Leontief-gazdaság LP modelljét, és engedjük meg, hogy a munkaerő és 
tőke – az ágazati tőke/munkaerő-arányok adott ra alsó és rf felső korlátjai között – egymás 
tökéletes helyetteseikként viselkedjen (azokon kívül pedig egymás tökéletes kiegészítőikként).  
a) Írjuk fel az így kapott LP modell primális és duális feladatát (használjunk skalárokat, 
ahol lehet a jegyzet jelölését, és adjuk meg a további új változók vagy paraméterek jelentését)!
  
 (P) (D) 
 xj, lj, kj, y  0 pj, hj, w, q, ia, if  0 
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(pj) xi  j aij·xj + y·siv pj  i pi·aij + hj (xj) 
(w) j Lj  ls hj·ajl – ja·rja + jf·rjf  w (Lj) 
(q) j Kj  ks hj·ajk + ja – jf  q (Kj) 
(hj) aj
l·Lj + ajk·Kj  xj  i pi·siv  1 (y) 
(ja) rja·Lj  Kj   
(jf) rjf·Lj  Kj 
 y  max! wls + qks  min! 
Az egészet meg lehetne fogalmazni fajlagos mutatókkal is, de akkor nem lesz lineáris a 
modell! 
Az utóbbiért is adható 1 vagy 2 pont, attól függően, hogy észre veszi-e, hogy nem LP!! 
b) Hogyan ábrázolnánk a munkaerő és tőke tökéletlen helyettes voltát neoklasszikus 
függvényeket alkalmazva? Mik lesznek az optimum szükséges feltételei?   
 (P) (D) 
 xj, lj, kj, y  0 pj, hj, w, q  0 
(pj) xi  j aij·xj + y·siv pj  i pi·aij + hj (xj) 
(w) j Lj  ls hj·
j
j
L
f


  w (Lj) 
(q) j Kj  ks hj·
j
j
K
f


  q (Kj) 
(hj) Fj
(Lj, Kj)  xj  i pi·siv  1 (y) 
 y  max! wls + qks  min! 
c) Elemezzük, értelmezzük és hasonlítsuk össze a két a megoldást, különösen a kapott 
árnyékárak tekintetében!      
Mindkét esetben van egy általános bér- (w) ill. megtérülési ráta (q). De az egyes 
ágazatokban felhasznált munkaerő és állóeszköz ’hozadéka’, hj·ajl és hj·ajk ezektől eltér, attól 
függően, melyikre előírt korlát szűkös. Ha például valamely ágazatban a felső korlát szűkös, 
ott jó lenne növelni a tőkeellátottságot, a tőke relatíve drágább: hjajk = q + jf. 
 
14.6. feladat 
Bizonyítsa be, hogy ha az xihm(xih, ui) elsőfokú homogén differenciálható függvény, akkor 
a pi
h =  pi
hm·  és  pim = pihm·  segédváltozók bevezetésével a pihm·xihm = pih·xih + pim·ui 
összefüggéshez jutunk ! 
h
hm
i
i
x
x


i
i
u
x

 hm
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Az Euler-tétel szerint a parciális rugalmasságok összege 1 (homogén függvénynél). Ez 
konkrétan az  1= :  + :  = ·  + · , amiből  
pi
hm·xihm –vel szorozva az  pihm·xihm = pihm·  ·xih + pihm·  ·ui, végül pedig a 
segédváltozók beírásával a pihm·xihm = pih·xih + pim·ui összefüggéshez jutunk. Q.E.D. (v.ö. a 
könyv 361-362. oldalait!) 
 
14.7. feladat 
Bizonyítsa be, hogy az  
(1)     pi
hm
h
hm
i
i
x
x


 = pi
a
h
i
i
x
x


 ,  (2)     pi
hm
i
i
u
x

 hm
 = pi
m 
,     (3) pi
hmxi
hm = pi
hxi
h + pi
mui  
összefüggésekből, ahol  xi
hm = xi
hm(xi
h, ui) = {ai
h (xi
h)   + ai
m (ui)
 }
1/  
az import-
hazai helyettesítés CES-függvényét jelöli, levezethetők a 
(5)  pi
h  = pi
hm
h
hm
i
i
x
x


   , és    (6)  u i /xi
h = (ai
m/ai
h)σ (pi
h/pi
m)σ 
összefüggések, ahol σ =1/(1+β) ! (VIGYÁZAT !!! A fenti módon a (3) egyenletben implicite 
bevezetett  pi
h –ról nem tudjuk eleve, hogy azonos  pi
hm
h
hm
i
i
x
x


 -val vagy  pi
a
h
i
i
x
x


-val !) 
Szorozzuk meg (1)-et (2)-t rendre xi
h –val és ui –vel, majd a kapott egyenleteket adjuk össze. 
Az így kapott egyenlet bal oldalára az Euler-képletet alkalmazva a pi
hmxi
hm = pi
h
h
i
i
x
x


xi
h + pi
mui 
összefüggés adódik. Ebből a (3)-t kivonva a 0 = (pi
a
h
i
i
x
x


- pi
h)∙xi
h  
összefüggés adódik. Innen látható, hogy ha xi
h pozitív (amit a CES-függvény ki is kényszerít) 
akkor csak a második tényezőnek kell zérus értékűnek lenni, ami a bizonyítandó (5) állítás volt.  
Ezt behelyettesítve (1)-be, majd az egyenlet oldalait elosztva (2) átellenes oldalaival és a 
CES-függvény parciális deriváltjainak parametrikus értékeit írva be, adódik a bizonyítandó (6) 
állítás. 
Lásd még a könyv 361-362. oldalait, valamint a Káldori-NLP2-tovább.doc file 4-8. oldalán. 
 
 
15. fejezet – A számszerűsített általános egyensúlyi modellek 
 
B 
 
15.1. feladat 
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h
i
i
x
x


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x
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
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

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i
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x
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
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i
x
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

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
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Tegyük fel, hogy az i-edik ágazati magyar exporttermék (zi) egy 
  1/z q, (a +a )i i i iCES z q z q
        CES-függvénnyel leírható tökéletlen helyettesíthetője 
a külföldi hasonló ágazati terméknek (xi) az optimális (azaz költségminimalizáló) világpiaci 
kereslet szempontjából. Az NLP-15.1 optimális erőforrás allokációs modell optimális 
megoldásában ( · ·(1- )·
ja we
j j
j
x
p V p
z




 ) szereplő ε optimális tarifa hogyan függ ennek a 
CES-függvénynek a paramétereitől (pwej a zi-től függő exportár)? 
Könyv 380. oldal: „Az exportkeresleti függvények alkalmazása miatt a pj
e hazai exportárak korábbi 
meghatározása kibővül egy jellemzően az exportárbevételt csökkentő tényezővel: 
 
 pj
e = v(pjwe + 
j
j
z
p

 we
zj) = (1 + 1/ j)vpjwe, 
 
ahol pj
we = pj
we(zj), és  j az exportkereslet árrugalmassága, az exportár volumen-rugalmasságának 
a reciproka, amelynek az értéke normális esetben negatív.”  
A fenti CES-függvény esetén ez  j = 1/(1+β), azaz a helyettesítési rugalmasság lesz. Az állítás a 
keresleti függvény deriválásával levezethető. 
 
15.2. feladat 
Az alábbi egyenlet az NLP-15.1 optimális erőforrás allokációs modell Lagrange-függ-
vényének melyik változója szerinti parciális deriváltjából származik (indokolja is!)?   
1/
· · ·(1- )·
m
ja z we
j j j
j
x
p a V p
z

 
  
 
  , ahol  ·
we
j j jp z



  a j-edik termék export 
devizaára. 
A Lagrange-függvény zj szerinti deriváltjából jön a fenti függvény. A derivált az alábbi 
módon néz ki (lásd a könyv 377. oldalán): 
pj
a
j
j
z
x


 = v(pjwe + 
j
j
z
p

 we
zj) 
A bal oldalon található az xj = xj(xj
h, zj) függvény parciális deriváltja zj szerint, ami CET-
függvény esetén megegyezik a feladatbeli egyenlet bal oldalával.  
A jobb oldalt pedig az export ár-volumenfüggvény zj szerinti deriválásából vezethetjük le: 
 Ha figyelembe vesszük, hogy a ·
we
j j jp z



  függvényből 
j
we
jj
j
we
j
z
p
z
p 



, akkor 
kapjuk, hogy 
we
j
we
jj
j
we
jjwe
jj
j
we
j
pVpz
z
p
Vpz
z
p
V )1( 
























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15.3. feladat 
Miként értelmeztük az optimális tarifa jelenségét, mi idézi elő és hogyan határozható meg 
a mértéke? 
Az optimális tarifa elmélete azt illusztrálja, hogy egy gazdaság, amely valamilyen terméket 
egyedül kínál a nemzetközi piacon, akkor is monopolista export-ármeghatározást követhet, ha 
egyébként sok, egymással versenyző, kis vállalat állítja elő és exportálja a terméket, nem 
ismerve a termék keresleti függvényét. Az állam ugyanis alkalmasan megválasztott exporttarifa 
alkalmazásával elérheti, hogy az export összvolumene akkora legyen, mint egy 
profitmaximalizáló, az árut egyedül termelő és exportáló monopolistáé az adott keresleti 
viszonyok mellett. 
 
15.4. feladat 
Mi a pi
we(zi) függvény jelentése, mi a függvény (zi szerinti) deriváltjának előjele, és ennek 
mi a 3 fő közgazdasági magyarázata?  
 „Inverz” exportkeresleti függvény. Az ár csökken a volumennel, a derivált negatív. Okai: 
a) külföldi vevő telítettsége (korlátozott helyettesíthetőség világpiaci hasonló 
termékkel) 
b) szállítási költségek (határparitásos ár=eladási ár - külföldi szállítási költség) 
c) marketing költségek és vámok (a vevő országában érvényben levő vámokhoz 
nekünk kell alkalmazkodni alacsonyabb eladási árral) 
15.5. feladat 
A tanult legáltalánosabb (NLP-15.1) nemlineáris optimális erőforrás allokációs modell 
milyen nemlineáris összefüggéseket, (rugalmas korlátokat) tartalmaz az (13.2-13.4 jelű) LP-
modellekhez képest ? Ismertesse e legfontosabb eltéréseknek a jelentőségét (szerepét)! 
Könyv 361., 367., és 375 - 376. old.:   
Egyik legfontosabb eltérés, hogy az NLP-modellben megjelennek nemlineáris korlátok is. 
Például alsó és felső korlát helyett elég egy nemlineáris, haszonindex függvénnyel ábrázolni az 
összetevők (hazai és import termék) tökéletlen helyettesítési viszonyát. Ekkor már nincs 
szükség egyedi korlátokra, a két forrás összetételét egy költségminimimalizáló feladat 
megoldásából kapjuk. (xihm(xih, ui) import-hazai termékek helyettesíthetősége a 
felhasználásokban, illetve xj(xjh, zj) transzformációs-függvény a hazai és export termék 
termelésében) 
A munkaerő és az állóeszközök fajlagos ráfordítási igényeit (l és k) a lineáris modellben 
állandóknak feltételeztük, ami a két termelési tényező (és a felhasznált anyagok) közötti 
tökéletes kiegészítés feltevésének felel meg. A nemlineáris többszektoros, számszerűsített 
makrogazdasági modellekben általában az ún. Johansen-féle termelési függvényt használunk, 
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amely a két elsődleges termelési tényező között számol a helyettesítés lehetőségével, de az 
általuk definiált kompozit termelési tényező és az ágazati termékek között továbbra is fenntartja 
a tökéletes kiegészítés feltevését. (xj = fj(Lj, Kj), illetve fj(mj, kj) = 1 munka-tőke 
helyettesíthetőség a termelési függvényben) 
Kihasználhatjuk a nemlineáris modell kínálta lehetőségeket arra is, hogy az export 
változását ne csak a kínálat oldaláról korlátozzuk (rugalmasan) a transzformációs függvények 
segítségével, hanem a keresleti oldalról is egy exportkeresleti függvény bevezetésével. (piwe = 
pi
we(zi) alakú inverz exportkeresleti függvény) 
Továbbá alkalmazhatunk Stone-féle hasznosságfüggyvényt a változó és rögzített fogyasztás 
szétválasztására. (a fogyasztás szerkezetének változását is megengedő yv = yv(y1cv, y1cv, ... , yncv) 
lineárisan homogén, jól viselkedő jóléti függvény). 
 
Összefoglalva a főbb eltéréseket: 
 
1. xihm(xih, ui) import-hazai termékek helyettesíthetősége a felhasználásokban, 
2. xj(xjh, zj) transzformációs-függvény a hazai és export termék termelésében,    
3. piwe = piwe(zi) alakú inverz exportkeresleti függvény, 
4. xj = fj(Lj, Kj), illetve fj(mj, kj) = 1 munka-tőke helyettesíthetőség a termelési 
függvényben 
5. a fogyasztás szerkezetének változását is megengedő ycv = cv(y1cv, y1cv, ... , yncv) 
lineárisan homogén, jól viselkedő jóléti függvény, 
 
15.6. feladat 
Hogyan módosultak az NLP modell alábbi feltételei (elemei) az általános egyensúlyelméleti 
modellben?  
pj
a = i pihm·aij + w·lj + qj·kj   pja = i (1+ia)·pihm·aij + wj·lj + qj·kj + pja·(jc + jx) 
pj
b = i pihm·bija pjb = i (1+ib)·pihm·bija 
qj = pj
b·rjd +   qj = pjb·(rjd + ·dj) 
lj = lj(w, qj)  lj = lj(wj, qj), ahol wj = (1+jw)·w·djw 
si
v = si
v(p1
hm, p2
hm, ... , pn
hm) si
v = si
v(p1
c, p2
c, ... , pn
c),  ahol  pi
c  =  (1+ic)·pihm 
xi
hm(xi
h, ui) = j aij·xj + siv·ycv + sig·yg + j 
bij
a·yjb + yi
0
   
xi
hm(xi
h, ui) = j aij·xj + yic + sig·yg +j bija·yjb + yik 
 
 
15.7. feladat 
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Írja be az NLP-15.1. modell alábbi elsőrendű feltételeinek azon „kiigazított” változatait, 
amelyek a kiigazításokkal nyert számszerűsített általános egyensúlyi modellben szerepelnek ! 
Ahol új paramétert, vagy változót tüntet fel, adja meg a jelentését, illetve a képletét ! 
(D1) pj
a = i pihm·aij + w·lj + qj·kj  (E6) pj
a = i pi
hmaij + wjlj + qjkj + pj
a(j
c + j
t) 
(D4) pi
m = v·piwm  (E7) pim = (1+im)·v·piwm 
(D2) pi
e = (1 + 1/i)·v·piwe(zi)  (E10) pie = (1+ie)·v·piwe(zi) 
(D7) qj = pj
brj
d +    (E13) qj = pjb·(rjd + ·dj) 
(PD1)  lj = lj(w, qj) (E19)  lj = lj(wj, qj) 
  ahol: (E14) wj = (1+jw)·w·djw  (ld. Jegyzet 15. fejezet) 
 
15.8. feladat 
Az alábbi táblázat jobb oldalának rubrikáiba írja be a Könyv legáltalánosabb (5 nemlineáris 
függvényt tartalmazó) NLP modelljének a táblázat bal oldalán szereplő módosított elsőrendű 
feltételeinek azon „kiigazított” változatait, amelyek az (E1)-(E24) egyenletekkel definiált 
számszerűsített általános egyensúlyi modellben szerepelnek ! A táblázat alatt szövegesen is 
vázolja az eltérések okait !     
(D1) pj
a = i pihm·aij + w·lj + qj·kj  (E6) pj
a = i pi
hmaij + wjlj + qjkj + pj
a(j
c + j
t) 
(D4) pi
m = v·piwm  (E7) pim = (1+im)·v·piwm 
(D2) pi
e = (1 + 1/i)·v·piwe(zi)  (E10) pie = (1+ie)·v·piwe(zi) 
(D7) qj = pj
brj
d +    (E13) qj = pjb·(rjd + ·dj) 
(PD2) lj = lj(w, qj) (E19)  lj = lj(wj, qj) 
 ahol: (E14)  wj = (1+jw)·w·djw 
 (PD3) kj = kj(w, qj)  (E20)  kj = kj(wj, qj). 
 (PD1) si
cv = si
cv(p1
hm, p2
hm, ... , pn
hm)  (E16) si
cv = si
cv(p1
c, p2
c, ... , pn
c)  
 ahol (E9) pi
c = (1+i
c)pi
hm 
(D8) i pi
hmsi
cv = 1  (pcv = 1)  (E15) i pi
cyi
c/i pi
c0yi
c = 1  (pc = 1) 
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(P2-3) xi
hm(xi
h, ui) = j aijxj + si
cvycv                                                     
+ si
gyg + j bij
ayj
a + yi
0
 
(E2) xi
hm(xi
h, ui) = j aijxj + yi
c + si
gyg +j bij
ayj
a + yi
k 
 
A fenti változtatások közgazdasági tartalma: 
- A (D1) egyenletbe  bevezetünk egy a pj
a kibocsátás átlagárával arányos tisztajövedelem 
komponenst a pj
a(j
c + j
t) 
- A (D4) egyenletbe  bevezetünk egy im ad valorem vámkulcsot 
- A (D2) egyenletben az optimális tarifa helyett bevezetünk egy ie ad valorem export-
támogatási kulcsot 
- A (D7) egyenletben a tőke  árnyékára helyett bevezetünk egy pjb··dj az ágazat 
beruházási árindexével valorizált (és ágazatonként a dj szerint differenciált) 
tőkehozamkulcsot 
- a munkaerő árát az eddigi (ágazatonként egyíséges) w helyett a wj = (1+jw)·w·djw 
képletnek megfelelően írjuk fel, ahol jw a bruttó bérekre vetített ad valorem bérjárulék-
kulcsok, dj
w pedig az ágazati bérdifferenciák  
- a fogyasztási kereslet (yi
c = yi
e +si
cvycv) változó részének si
cv szerkezetét a pi
hm helyett a 
pi
c = (1+i
c)pi
hm képlettel meghatározott fogyasztói árak függvényében írjuk fel, ahol i
c 
a fogyasztást terhelő termékadók ad valorem kulcsa.  
 
15.9. feladat 
 (NLPből CGE) 
a) Az NLP-15.1 modell alábbi „életidegen” egyenleteinek végezzük el az általános egyensúlyi 
modellhez szükséges, a jegyzetben tárgyalt átalakításait, illetve kiegészítéseit adókkal, 
differenciákkal, stb.:  
(D1) pj
a = i pihm·aij + w·lj + qj·kj  
(E6) pj
a = i (1+ia)·pihm·aij + wj·lj + qj·kj + pja·(jc 
+ jt); 
eddig nem volt ahol wj = (1+jw)·w·djw                         (E14) 
(D4) pi
m = v·piwm  (E7) pim = (1+im)·v·piwm 
(D2) pi
e = (1 + 1/i)·v·piwe(zi)  (E10) pie = (1+ie)·v·piwe(zi) 
(D6)  pj
b = i pihm·bija (E12)  pjb = i (1+ib)·pihm·bija 
(D7) qj = pj
b·rja +   (E13) qj = pjb·(rja + ·dj) 
(PD2) lj = lj(w, qj)  (E19)  lj = lj(wj, qj) 
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(PD3) kj = kj(w, qj) (E20)  kj = kj(wj, qj). 
(PD1) si
v = si
v(p1
hm, p2
hm, ... , pn
hm) (E16) yi
c = yi
e + si
v(p1
c, p2
c, ... , pn
c)·ycv  
eddig nem volt (E9) pi
c  =  (1+ic)·pihm 
(D8) i pihm·siv = 1 (= pcv) (E15) i pi
cyi
c/i pi
c0yi
c = 1  (pc = 1) 
b) Egészítse a fenti módosult egyenleteket ki a változatlan technológiai, stb. feltételekkel:  
(E1) A hazai termelés összvolumene:  
xj = xj(xj
h, zj); 
  
(E17) Az import kereslete: 
ui = ri
hm(pi
h, pi
m)·xih 
(E2) A termékpiacok egyensúlya: 
xi
hm(xi
h, ui) = j aij·xj + yic + sig·yg +j bija·yjb + yik 
(E18) Az export kínálata: 
zj = rj
ed(pj
h, pj
e)·xjh 
(E3) A munkaerő-piac egyensúlya: 
j lj·xj = l 
(E12) A hazai kibocsátás átlagos árindexe: 
pj
a = pj
h·sjd(pjh, pje) + pje·sje(pjh, pje) 
(E4) Az állóeszköz-piac egyensúlya: 
j kj·xj = k 
(E13) Az átlagos hazai felhasználói 
árindex: 
pi
hm = pi
h·sih(pih, pim) + pim·sim(pih, pim) 
(E5) A külkereskedelmi mérleg egyensúlya: 
i (piwm·ui  piwe(zi)·zi) = de 
 
c) Egészítse ki a modellt a szereplők (E21)-(E24) költségvetési mérlegeivel, majd adja meg 
a modell egy Keynesi lezárását ! 
(E21) A lakosság költségvetési mérlege (háztartások): 
 j w·djw·lj·xj + trh(·)  Sh = i pic·yic 
 
(E22) A termelők költségvetési mérlege (vállalatok, vállalkozók):  
 pj
b·(rja + ·dj)·kj·xj + pja·jc·xj + trjv(·)  Sjv = pjb·yjb+i sij
kpi
hmyi
k 
 
(E23) A költségvetési mérleg (állam):    
  j {i ia·pihm·aij + jw·w·djw·lj + pja·jx}·xj + iic·pihm·yic + ji ib·pihm·bija·yjb +  
  i{im·v·piwm·ui  ie·v·piwe(zi)·zi} + trg(·)  Sg = i pihm·sig·yg 
vagy anyagköltségen és beruházáson levő termékadók nélkül: j {jwwdjwlj + pjajt}xj + i 
i
cpi
hmyi
c + i {imvpiwmui  ievpiwe(zi)zi} +trg()  Sg = i pihmsi
g
yg 
(E24) A nemzetközi fizetési mérleg (külföld): 
 i v·piwm·ui + trw(·)  Sw  = i v·piwe(zi)·zi. 
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„Keynesi jellegű makro-lezárásnak nevezhetjük ezzel szemben az olyant, amely esetén a 
beruházások szintje exogén és a megtakarítások egy része endogén változó, amelyeknek 
alkalmazkodniuk kell az előbbiekhez. Keynes szellemében még azt is feltehetjük, hogy a 
reálbérek szintje is külső adottság (ragadós bérek), és a munkaerő kereslete (amit a megváltozott 
jelentésű l képvisel a modellben) endogén változó.” 
Ennek megfelelően: yjb = exogén értékek, w/pcv = exogén érték 
 
15.10. feladat 
 (CGE-ből NLP) 
Írja be, hogy az E1-E20 egyenletekből álló általános egyensúlyi modell felsorolt egyenletei 
az NLP-14.1. modell Kuhn-Tucker feltételeiből kapott P1-P6, PD1-PD9, D1-D8 egyenletek 
melyikéből származnak, illetve melyik helyett szerepelnek ! 
(E6) pj
a = i (1+ia)·pihm·aij + wj·lj + qj·kj + 
pj
a·(jc + jt); 
 (D1) pj
a = i pihm·aij + w·lj + qj·kj  
(E14) wj = (1+jw)·w·djw eddig nem volt 
(E7) pi
m = (1+im)·v·piwm (D4) pim = v·piwm  
(E10) pi
e = (1+ie)·v·piwe(zi) (D2) pie = (1 + 1/i)·v·piwe  
(E12)  pj
b = i (1+ib)·pihm·bija (D5)  pjb = i pihm·bija 
(E13) qj = pj
b·(rja + ·dj) (D7) qj = pjb·rja +   
(E19)  lj = lj(wj, qj) (PD2) lj = lj(w, qj)  
(E20)  kj = kj(wj, qj). (PD3) kj = kj(w, qj) 
(E16) yi
c = yi
e + si
v(p1
c, p2
c, ... , pn
c)·ycv  (PD1) siv = siv(p1hm, p2hm, ... , pnhm) 
(E9) pi
c  =  (1+ic)·pihm eddig nem volt 
(E15) i pic·siv = 1 (= pcv) (D8-9) i pihm·siv = 1 (= pcv) 
 
15.11. feladat 
Tekintsük a következő CGE modellt! 
Endogén változók: 
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xj, xj
h, yi
c, zj, ui, lj, kj, pi
h, pi
m, pj
e, pj
a, pi
hm, pi
c, pj
b, wj, qj,  
(E1) A hazai termelés összvolumene: 
 
(E11) Az ágazati termelői árak indexe: 
 xj = xj(xj
h, zj);  pj
a = i (1+ia)·pihm·aij + wj·lj + qj·kj + pja·(jc + jt); 
(E2) A termékpiacok egyensúlya: (E12) A hazai kibocsátás átlagos árindexe: 
 xi
hm(xi
h, ui) = j aij·xj + yic + sig·yg +j bija·yjb + yik;  pj
a = pj
h·sjd(pjh, pje) + pje·sje(pjh, pje); 
(E3) A munkaerőpiac egyensúlya: 
 j lj·xj = ls; 
(E13) Az átlagos hazai felhasználói árindex: 
  pi
hm = pi
h·sih(pih, pim) + pim·sim(pih, pim); 
(E4) Az állóeszközpiac egyensúlya: 
 j kj·xj = ks;  
(E14) Az import hazai árindexe: 
  pi
m = (1+im)·v·piwm; 
(E5) A külkereskedelmi mérleg egyensúlya: 
 i (piwm·ui  piwe(zi)·zi) = de; 
(E15) Az export hazai árindexe: 
 pj
e = (1+je)·v·pjwe(zj); 
(E6) Az egyéni fogyasztói kereslet: 
 yi
c = yi
e + si
v(p1
c, p2
c, ... , pn
c)·ycv; 
(E16) A bérköltség indexe: 
 wj = (1+jw)·w·djw; 
(E7) Az import kereslete: 
 ui = ri
hm(pi
h, pi
m)·xih; 
(E17) Az állóeszközök költségindexe: 
 qj = pj
b·rja; 
(E8) Az export kínálata: 
 zj = rj
ed(pj
h, pj
e)·xjh; 
(E18) Az ágazati állóeszközök árindexe: 
 pj
b = i (1+ib)·pihm·bija; 
(E9) A munkaerő kereslete: 
 lj = lj(wj, qj); 
(E19) A fogyasztói árak indexei: 
 pi
c  =  (1+ic)·pihm; 
(E10) Az állóeszközök kereslete: 
 kj = kj(wj, qj); 
(E20) Az árszint rögzítése:  
 i pic·yic = i yic (pc = 1). 
(E21) A lakosság költségvetési mérlege (háztartások): 
 j w·djw·lj·xj + trh(·)  Sh = i pic·yic; 
 
(E22) A termelők költségvetési mérlege (vállalatok, vállalkozók):  
 pj
b·rja·kj·xj + pja·jc·xj + trjv(·)  Sjv = pjb·yjb; 
 
(E23) A költségvetési mérleg (állam):    
  j {i ia·pihm·aij + jw·w·djw·lj + pja·jx}·xj + iic·pihm·yic + ji ib·pihm·bija·yjb +  
  i {im·v·piwm·ui  ie·v·piwe(zi)·zi} + trg(·)  Sg = i pihm·sig·yg; 
(E24) A nemzetközi fizetési mérleg (külföld): 
 i v·piwm·ui + trw(·)  Sw  = i v·piwe(zi)·zi. 
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a) Tegyük fel, hogy az árak csak haszonkulcsos nyereséget tartalmaznak. Pótoljuk a megjelölt, 
hiányzó egyensúlyi összefüggéseket a fenti táblázatban! 
b) A táblázat felett felsorolt endogén változók mellett mekkora még a rendszer szabadsági foka? 
 17n + 7 darab feltétel, egyelőre csak 16n  darab endogén változó, azaz szf. = n + 7 
c) Adjuk meg az alábbi három makro-lezárási lehetőség esetén a még endogénnek tekintett 
változókat (ha szükséges, akkor a megváltoztatandó vagy pótlólagos feltételeket is adjuk meg)! 
Kereslet-vezérelt makro-lezárás:  
 ls, ks, de és Sjv mindenképpen, és még 4 skalárváltozó, pl. ycv, , v és Sg 
Neoklasszikus jellegű makro-lezárás: Sjv semmiképpen 
  yj
b mindenképpen, és még 7 skalárváltozó, pl. ycv, w, , v, Sh, Sw és Sg 
Keynesi jellegű makro-lezárás: yjb semmiképpen 
 pl. Sj
v, ycv, w, , v, Sh, Sw és Sg 
 
15.12. feladat 
 
Az E1-E20 egyenletekből álló általános egyensúlyi modellben egy termék exportárának 
emelkedése hogy hat a termék hazai árára és miért?  
Csökken (!!!), mert az átlagárnak (a pja egyenlete szerint a lényegében változatlan 
költségek és profitráta miatt) változatlannak kell maradnia. Persze ettől a kínálat (a CET-
függvény transzformációs görbéjének mentén) eltolódik az export felé, és a belföldi ár 
csökkenését mérsékli a hazai kereslet növekedése (az alacsonyabb árra). Ha az átlagprofit 
nőne, akkor a (általában tökéletesen rugalmasnak feltételezett) tőke ide áramlana, nem lenne 
egyensúly. A modell a hosszútávú (erőforrás-) egyensúly követelményeit fejezi ki ! 
 
15.13. feladat 
Magyarázza meg az NLP és CGE modellek egymásnak megfelelő alábbi egyenletpárjában 
szereplő jelöléseket és a két egyenlet eltérésének okait ! 
(D1) pj
a = i pihm·aij + w·lj + qj·kj  (E6) pj
a = i pi
hmaij + wjlj + qjkj + pj
a(j
c + j
t) 
 
    l = (lj) az ágazatok fajlagos munkaerő-igényei (egyenértékes létszám, fő), (j) 
 w = (wj) a munkaerő átlagos költsége az egyes ágazatokban, (j) 
 k = (kj) az ágazatok fajlagos állóeszköz- (állótőke-) igényei, (j) 
 q = (qj) a lekötött állóeszközök fajlagos költsége az egyes ágazatokban, (j) 
 c = (jc)  a haszonkulcsos (mark-up) tiszta jövedelem ágazati hányadai, (j) 
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 t = (jt)  a termelési adók/támogatások ágazati hányadai, (j). „A termelőfogyasztásra 
kirótt adókat (ta) összevontuk a tx termelési adókkal - együttes adóhányadukat 
t-vel jelöltük -, a beruházásra kivetett adókat és támogatásokat pedig a 
jövedelemtranszferek között fogjuk elszámolni.” 
Szintén itt, a III. részben és az előadáson szerepeltek az adók, és erőforrás-árak ágazati 
differenciálásának indokai: közelítés a gyakorlathoz, statisztikai mérési problémák és a 
formális optimalizálásból kimaradó társadalmi preferenciák érvényesítése. 
 
15.14. feladat 
Mit nevezünk „neoklasszikus lezárás”-nak, „Keynesi lezárás”-nak és „Marxi jellegű 
lezárás”-nak az általános egyensúlyi modellekben? 
Könyv 406. old.: 
− „Neoklasszikus jellegű makrolezárásról beszélünk olyankor, amikor a beruházások 
általános szintje endogén változó, és a megtakarítások egy része (például a nemzetközi 
fizetési mérleg egyenlege és a lakossági megtakarítás) külső adottság (exogén változó). 
− Keynesi jellegű makrolezárásnak nevezzük ezzel szemben az olyant, amelyben a 
beruházások szintje exogén, és a megtakarítások egy része az előzőkhöz alkalmazkodó 
endogén változó. Keynes szellemében még azt is feltehetjük, hogy a bérek szintje külső 
adottság (ragadós bérek), és a munkaerő kereslete endogén változó. 
− Klasszikus vagy marxi jellegű makrolezárásnak tekinthetjük ezekkel szemben az olyan 
megoldást, amelyben a lakossági fogyasztás és a reálbér általa meghatározott szintje 
kívülről adott (lásd a klasszikusok szükséges fogyasztás fogalmát), a beruházás és a 
profitráta szintje viszont endogén. 
” 
 
15.15. feladat 
Hogy jelenik meg a Walras-törvény az E1-E24 egyenletekkel leírt általános egyensúlyi 
modellben, és miért? 
Könyv 397. old.: „A kiadások és bevételek feltételezett egyenlősége most is szavatolja, hogy 
teljesülni fog a Walras-törvény követelménye. Ebből következik, hogy az (E1) – (E20) feltételek 
fennállása esetén az (E21) – (E24) egyenletek bal oldalán megjelenő jövedelmek összege meg fog 
egyezni a végső keresleteknek az (E21) – (E24) egyenletek jobb oldalán szereplő összegével. Mivel 
a nettó transzferek összege nulla, ezért az egyensúlyi megoldásban a nettó (pénzügyi) 
megtakarítások egyenlegének is nullának kell lennie. Az Sh + Sg + Sw + j Sj
v = 0 követelményt tehát 
felesleges külön előírni.” 
 
 
15.16. feladat 
Mik az általános egyensúlyi modellek lezárási lehetőségeinek ésszerű korlátai (milyen 
értelmetlen illetve ellentmondásra vezető lezárási meghatározásokat kell kerülni)? 
Könyv 405. old.: „Ha például az elsődleges erőforrások rendelkezésre álló mennyisége (ls, ks) és a 
külkereskedelmi mérleg egyenlege (de) adott, akkor ezek rögzített kínálata alapvetően behatárolja 
a végső felhasználási lehetőségeket. Nyilvánvaló, hogy egy ilyen kínálatvezérelt modellben nem 
 62 
írhatjuk tetszőlegesen elő a végső felhasználás minden összetevőjének a szintjét, legalább egynek 
endogénnek kell lennie. A szabadon hagyott változók egyensúlyi szintje fog alkalmazkodni a 
megváltozott külső feltételekhez. (Ha csak a személyes fogyasztás szintje endogén változó, akkor 
ez ugyanazt a szerepet tölti be az egyensúlyi modellben, mint a programozási modellben a 
célfüggvény.) 
A primális korlátok és a duális változók programozási modellek elemzéséből megismert kölcsönös 
kapcsolata további olyan természetes korlátokat sugall, amelyeket figyelembe kell venni az 
endogén-exogén változók kijelölésekor. Általában értelmetlen megoldáshoz vezethet, ha 
egyidejűleg exogén változónak választjuk valamely elsődleges erőforrás korlátját és árát is. A zárt 
input-output ármodellek kapcsán pedig azt is láttuk, hogy a három elsődleges erőforrás egyensúlyi 
ára (w, , v) közül legfeljebb kettő értéke adható meg kívülről. . Az input-output modell esetében a 
harmadik változó értékét a másik kettő nagysága egyértelműen meghatározta, az általános 
egyensúlyi modellek esetében pedig egy szűk tartományra korlátozza lehetséges értékét, így 
kénytelen az előzők exogén értékéhez igazodni.” 
 
15.17. feladat 
Az általános egyensúlyi modellek „makroökonómiai” lezárásában milyen kategóriákra 
vonatkozóan és milyen jellegű meghatározások szoktak szerepelni ? 
A könyv 404-405. oldala tárgyalja részletesen a lehetőségeket: „pl. „a devizaárfolyam (v) 
vagy az általános bérszint (w) változója. Más endogén változók, így például a lakossági 
megtakarítások (Sh) értéke pedig megadható lenne a modell más változóinak függvényeként 
(például a háztartások jövedelmének konstans hányadaként)”. Hasonlóképpen egyes 
értékváltozók1 is nemcsak abszolút (nominál- vagy reál-) szinten, hanem relatív módon is 
meghatározhatók (pl. költségvetési hiány a GDP %-ában)” 
„Vegyük észre azt is, hogy számos olyan makrogazdasági mutatószám nem jelent meg endogén 
változóként, amelyek nagyságát befolyásolja a többi változó értékének alakulása. Ilyen volt például 
a közösségi fogyasztás szintje (yg), a külkereskedelmi mérleg egyenlege (de), az ágazati beruházások 
(yj
a) volumene vagy a beruházások általános szintje (ya, ami nem szerepel önálló változóként a 
modell fenti specifikációjában, de könnyen bevezethető, ha a beruházások ágazati szerkezetét 
rögzítjük). Számos indokot lehet felhozni amellett, hogy ezeket endogén változóként kezeljük, 
amire az Sa változók és a költségvetési feltételek bevezetése lehetőséget is nyújt.” 
Fentiek, valamint a könyv 406. oldalán tárgyalt neves lezárási változatok alapján 
fogalmazható meg, hogy a makroökonómiai lezárás elsősorban az erőforrások kínálatának, az 
erőforrásáraknak, a végső felhasználásoknak, és a megtakarításoknak a szintjét határozza meg 
névleges- vagy reálértéken, abszolút, vagy relatív formában (pl. megtakarítási ráták), de 
gyakran alkalmaznak olyan lezárásokat is, amelyekben valamely adóbevételi korlátot állítunk 
fel, és ehhez keressük az adókulcs szükséges értékét.  
 
15.18. feladat 
                                                 
1 pl. végsőfelhasználások és megtakarítások 
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Mi jellemzi az optimális erőforrás alllokációs (programozási) modellből származtatott 
általános egyensúlyi modell („egyensúlyi programozási modell”) makroökonómiai lezárását, és 
ez mit hagy figyelmen kívül ? 
Könyv 405. oldal: „Ha például az elsődleges erőforrások rendelkezésre álló mennyisége (ls, ks) és a 
külkereskedelmi mérleg egyenlege (de) adott, akkor ezek rögzített kínálata alapvetően behatárolja 
a végső felhasználási lehetőségeket. Nyilvánvaló, hogy egy ilyen kínálatvezérelt modellben nem 
írhatjuk tetszőlegesen elő a végső felhasználás minden összetevőjének a szintjét, legalább egynek 
endogénnek kell lennie. A szabadon hagyott változók egyensúlyi szintje fog alkalmazkodni a 
megváltozott külső feltételekhez. (Ha csak a személyes fogyasztás szintje endogén változó, akkor 
ez ugyanazt a szerepet tölti be az egyensúlyi modellben, mint a programozási modellben a 
célfüggvény.)”  
Könyv 394. oldal: „Az (E1) – (E20) feltételekkel és a fentebb kijelölt endogén változókkal 
adott egyensúlyi modell, annak ellenére, hogy egy jól determinált, lezárt egyenletrendszer, még 
nem a számszerűsített általános egyensúlyi modellek végső formája. Egyelőre ugyanis még 
hiányoznak belőle a CGE modellek egyik legfontosabb blokkját képező jövedelemelosztási 
egyenletek, és az utóbbiakban kulcsszerepet játszó potenciális változók.” –azaz a 
jövedelemelosztást, annak visszahatását a reálfolyamatokra hagyja figyelmen kívül. 
 
15.19. feladat 
Miben tér el egymástól alapvetően a kínálat- és kereslet-vezérelt, illetve a neoklasszikus és 
keynesi makro-lezárás (páronként egymással szembeállítva)? 
     kínálat- és kereslet-vezérelt: 
Kínálat-vezérelt makro-lezárásban az elsődleges erőforrások kínálata (l0, k0 és de) 
kívülről adott, és a gazdasági alanyok nettó hitelpozíciója igazodik kényszerűen a modell 
többi változójához és feltételéhez. A kereslet-vezérelt makro-lezárásban ezzel szemben l0, k0 
és de endogén változó (helyettük pl. a reálbér, a profit és a reálárfolyam szintje lesz exogén 
változó).  
Az első esetben l0, k0 és de az adott elsődleges erőforrások rögzített kínálata, a 
másodikban azok endogén módon meghatározott kereslete. 
     a neoklasszikus és keynesi: 
Neoklasszikus jellegű makro-lezárás esetén a beruházások endogének, azok 
alkalmazkodnak a megtakarításokhoz (és a piacokon tökéletes az árak alkalmazkodása). 
Keynesi jellegű makro-lezárás esetén ezzel szemben a beruházások szintje exogén, és a 
(részben) endogén megtakarítások alkalmazkodnak az előbbiekhez (azt is feltehetjük, hogy 
a reálbérek szintje is külső adottság, egyes piacokon nincs tökéletes alkalmazkodás). 
 
15.20. feladat 
Melyek a számszerűsített általános egyensúlyi modellek főbb adatforrásai? 
Könyv 415-416. old.: ÁKM, nemzeti számlák, állami költségvetési beszámoló, Fizetési 
mérleg 
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15.21. feladat 
Mi az a „reálváltozó” közérthetően (vagyis ne annyit mondjon, hogy egy változó megfelelő 
árszínvonallal való osztása révén nyert változó)?  
Olyan változó, amelynek megváltozása biztosan a szereplők tevékenységének (pl.: vásárlás, 
termelés) megváltozását jelzi. 
 
15.22. feladat 
Sorolja fel, hogy a többszektoros nemzetgazdasági modellekkel milyen típusú elemzéseket 
végezhetünk !         
a) - konzisztencia (összhang) vizsgálat 
b) - parciális vagy csomagok hatáselemzése 
c) - átváltási arányok (trade-off) vizsgálata 
d) - feltételes előrejelzés 
e) - célértékhez eszköz(érték) keresés 
 
 
15.23. feladat 
Mi az érzékenységi vizsgálat és a kalibrálás viszonya (hasonlóságai és különbségei)? 
Mindkettő paraméterek értékeit állítja be. Míg a kalibrálás a változók adott (bázisidőszaki) 
értékeihez illeszkedően határozza meg, az érzékenységi vizsgálat az egyes paraméterek 
változtatásának marginális hatásait vizsgálja a változók értékeire. 17. és 196. oldal 
Könyv 398. oldal: „A komparatív statikai elemzés voltaképpen érzékenységi vizsgálat, 
amelyben azt vizsgáljuk meg, miként változik meg egy modell megoldása a benne szereplő 
exogén változók értékének megváltozása nyomán. Az érzékenységi vizsgálatok szélesebb kört 
fednek le, mint a komparatív statikai elemzések. Fontos ellenőrizni azt is, hogy az elemzések 
eredménye mennyire függ a modell paramétereitől, illetve specifikációjától, attól például, hogy 
melyek benne az endogén vagy exogén változók, és milyen összefüggésekkel írjuk le 
feltételezett kapcsolataikat.” 
 
15.24. feladat 
Az alkalmazott modellekben milyen meggondolások alapján határozzuk meg az exogén 
gazdasági jelenségek (paraméterek) körét? 
- az endogén változók alakulásától függetlenül ismert mutatók (állami intézkedések, 
külpiaci sokk) (ezeket az exogén paramétereket általában szakértői becslések alapján, vagy 
a kormány kijelentéseire támaszkodva - kormányzati fogyasztás, beruházások - határozzuk 
meg). 
- a modell nem képes kielégítően magyarázni, így valószínűsített értéket szerepeltetünk 
(esetleg parametrikusan változtatva) 
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- eszközkeresés: a célt exogén beállítva keressük, hogy eléréséhez milyen eszközök 
szükségesek 
 
C 
 
15.25. feladat 
Bizonyítsa be, hogy a U= CES(L,C)
1/
L C(a +a )L C
       ,  P∙C+W∙L -> min  
optimalizálási feladat (U, P, W paraméterek, C, L változók) elsőrendű feltételeiből levezethető 
a korlátok λ árnyékárára a 
m 1 m 1 1/(1-m)
C L(a +a )
m mP W     „Duál-CES” összefüggés  (
C La  , a a CES-függvény „részesedési paraméterei, m a helyettesítési rugalmasság) ! 
A Lagrange-függvény C és L szerinti deriváltjait 0-val egyenlővé téve, és ezekből (P= λ∙
U
C


= λ∙
1
c
U
a
C

 
 
 
, W= λ∙
U
L


= λ∙
1
L
U
a
L

 
 
 
 ) a C-re és L –re kifejezett formulákat behelyette-
sítve az U
1/
L C(a +a )L C
       feltételbe, λ-ra  adódik, ahol m=1/(1+β). 
 
15.26. feladat 
Tegyük fel, hogy a munkaerő és tőke helyettesíthetőségét egy  ,f L K  hasznossági 
(jóléti) függvény közömbösségi görbéi (izokvantjai) írják le. Ha tudjuk, hogy az   ,f L K =U, 
w∙L +r∙K -> min optimalizálási feladat (ahol w, r rendre a munkaerő és a tőke ára, U az exogén 
„kapacitás” szint) elsőrendű feltételeiben szereplő árnyékár képlete 
 
m 1-m m 1-m 1/(1-m)
L K=(a w +a r )    , 
valamint az optimális tényezőkeresletek az 
m
LaL U
w
 
   
 
 , illetve 
m
KaK U
r
 
   
 
 függvényekkel írhatók le,  
akkor  bizonyítsa be, hogy  ,f L K   az alábbi CES-függvény: 
  1/L K, (a +a )f L K L K
       , ahol  β = 1/m -1  !   
L illetve K fenti képleteiből w-t illetve r-t kifejezve a kapott meghatározásokat 
behelyettesítjük λ  fenti képletébe, majd a kitevők összevonása, kiemelések után kapjuk a 
bizonyítandó állítást. 
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15.27. feladat 
 
Bizonyítsa be, hogy az  
i
i
i i i
i
PD
  =  XDZ
PZ


 
 
 
 
optimális exportkínálatot meghatározó összefüggés levezethető az alábbi 
(1)     
i
i
i
i
i
i
XD
t
PA
XD
f
PHM





  
(2)      
i
i i
i
t
PZ PA
Z

 

 
(3)  i i i i i iPA X PD XD PZ Z      
összefüggésekből, ahol fi az import-hazai helyettesítés CES-függvényét jelöli, ti az export-hazai 
transzformációs lehetőségek CET-függvényét, γi és σi pedig alkalmasan megválasztott 
paraméterek ! Ha a bázisévben az árak egységnyiek voltak (úgy választjuk a termékek 
mértékegységét), akkor hogyan kell ehhez γi és σi értékét megadni, hogy a bázisévi export-hazai 
értékesítési arány optimálisnak bizonyuljon? 
Lásd még a Káldori-NLP2-tovább.doc file 10-11. oldalán 
(1)-et XDi –vel, (2)-t pedig Zi –vel megszorozva, és a kapott egyenleteket összeadva a 
(4) i i i
i i i i i i
i i i
f t t
PZ Z PHM XD PA XD Zi
XD XD Z
   
         
   
 
összefüggés adódik. Mivel a ti függvény elsőfokú homogén, ezért a jobb oldalon a zárójelben 
lévő kifejezés az Euler-tétel értelmében éppen Xi .Az ennek behelyettesítésével kapott 
egyenletből átrendezéssel és XDi –vel való osztással a 
(5) 
i i i i i
i
i i
PA Z PZ Z f
PHM
XD XD
   
 

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összefüggést kapjuk. Ennek baloldala a (3) egyenlet értelmében éppen PDi . Tehát: 
(6)  
i
i i
i
f
PD PHM
XD

 

 
(megjegyzendő, hogy Zalai tanár úr jegyzete éppen fordítva, ezzel a „határbevétel” képlettel 
definiálja PDi –t és erről mutatja meg, hogy egyenértékű a (3)-ból PDi –re kapható átlagár  
képlettel. Az ő jelöléseivel pih = pihm· h
hm
i
i
x
x


). 
Ezt behelyettesítve (1)-be a 
(7) 
i
i i
i
t
PD PA
XD

 

 
összefüggést kapjuk. 
Ezután a (6) és (2) egyenletek hányadosát képezve a 
(8) 
i
i
i i
ii
i
i
t
PA
PD XD
tPZ
PA
Z







 
Ennek jobb oldalán PAi –vel egyszerűsítve, és a CET-függvény parciális deriváltjára 
fennálló 
(9) 
1/
i i
i
i i
it X
ad
XD XD

 
  
  
  és  
1/
i i
i
i i
i
t X
az
Z Z

 
  
  
 
azonoságokat (ahol adi, azi a CET-függvény részesedési paramétereit, Xi a CET-
függvényértéket, τi pedig a transzformációs rugalmasságot jelenti) alkalmazva, a 
(9) 
1/
i i
ii i
iPD Zad
PZ az XD

 
  
 
 
összefüggéshez jutunk. Ebből Zi –t kifejezve az optimális kínálat általános képlete: 
(10) 
i i
i i
i i
iiaz PD
Z XD
ad PZ


  
   
   
 
Innen könnyen leolvasható, hogy ha PDi=PZi =1, akkor σi értéke tetszőleges értéke mellett 
(egyébként σi = τi , azaz csak a relatív  kínálat ár rugalmassága = transzformációs rugalmasság 
esetben) a   
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γi = i
i
iaz
ad

 
 
 
 paraméterérték mellett a bizonyítandó állításhoz jutunk. Q.E.D. 
 
15.28. feladat 
Legyen az exportkeresleti függvény Z = Zd0·







we
we
pˆ
p
, az exportkínálati függvény pedig   Zs 
= Zs0·







 we
d
pˆν
p
alakú !  
a) Igazoljuk, hogy ekkor az export egyensúlyi szintjére fennáll az  Z = Ze0·







 we
d
pν
p
összefüggés!      
A levezetést lásd például a Foreign_trade_report_MM_16-4_final.pdf tanulmány 9. 
oldalán:  
Mindenekelőtt az exportkeresleti függvényből az exportárat kifejezve az alábbi 
összefüggést kapjuk a konkrét paraméterekkel:: 
 pwe = Zd0
–1/· p
we·Zd
1/
. 
Ezt a Zs = Zs0·







 we
d
pν
p
exportkínálati függvénybe pwe helyére behelyettesítve, mind az 
exportkínálatot mind az exportkeresletet a közös (egyensúlyi) Z értékükkel helyettesítve, majd 
az egyenletből Z –t kifejezve az alábbi meghatározást kapjuk az export egyensúlyi volumenére: 
Z =  










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


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


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ˆ
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p
ZZ = Ze0·







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d
pˆν
p
, 
ahol 
Ze0 = (Zd

0· Zs

0)
1/( +), 
 = 




. 
b) Mi az ε, ν, és η rugalmassági együtthatók (nagyságrendi) viszonya, és ennek mi 
matematikai bizonyítása és a közgazdasági indoka? 
η kisebb mind a keresleti, mind a kínálati rugalmasságnál, mert η =




< min(ε , ν), mivel 
átszorozva (ε+ν) -vel ε·ν < (ε+ν) · min(ε , ν) = ε · min(ε , ν) + ν · min(ε , ν), ami akár ε a kisebb, 
akár ν, mindenképpen nagyobb ε·ν szorzatnál.  
A közgazdasági magyarázata pedig az, hogy a rugalmasságok eltérő árarányokra vonatkoznak, 
mégpedig az  éppen a másik két árarány hányadosára vonatkozik, azaz ha az exportár(index) 
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a devizára átszámított hazai ár és a világpiaci ár közé esik, akkor e hányados értéke is nagyobb 
mindkettőnél, így az erre “vetített” rugalmasság kisebb. 
 
15.29. feladat 
Ismertesse az NLP és CGE-modellek viselkedését összehasonlító, a könyv 15.4. fejezetében 
szereplő komparatív statikai elemzések főbb feltevéseit és megállapításait!  
A számításokat a magyar gazdaság 1988-as adatai alapján számszerűsített háromszektoros 
modellváltozattal végeztük el. A modell lényegét tekintve megegyezik a fentebb bemutatottal, 
de annál valamivel részletesebb, így például, a háztartásokat tíz rétegcsoportra bontva 
tartalmazza. A háztartások rétegekre bontásából adódó technikai problémák elkerülésére a 
változó személyes fogyasztás szintje (ycv) helyett a külkereskedelmi mérleg egyenlegét (de) 
választottuk szabad változónak, egyszersmind célfüggvénynek az NLP modellben. Először is 
referenciaként kiszámítjuk az NLP modell megoldását a paraméterek induló értékei mellett, és 
megnézzük, hogy ez milyen irányban javasolja átalakítani az erőforrások megfigyelt 
allokációját. A CGE modell bázismegoldása természetesen a megfigyelt állapot lesz.  
Az NLP-modellben az optimális tarifa (exportadó) bevezetése miatt önmagában rendre 80, 
47 és 55 százalékra csökkenne az export hazai ára az egyes ágazatokban. Emiatt az ágazatok 
csökkentenék az exportjukat. A végső felhasználásban rögzítettük a személyes és közösségi 
fogyasztást, valamint a beruházást. Emiatt az export csökkenése a termelés visszaeséséhez és 
az erőforrások (munkaerő és tőke) kihasználatlanságához vezetne. A modell logikája szerint 
csak a hazai valuta leértékelésével lehet ellensúlyozni az exportadó bevezetésének a hatását és 
helyreállítani az export szintjét. Emiatt következik be a devizaárfolyam hazai termelési 
árindexhez képest igen magas, kb. 80%-os (a tőke és munkaerő árához képest 20-35%-os) 
növekedése. 
Mindkét modell esetében külön-külön megbecsüljük, hogy a közfogyasztás 20%-os arányos 
csökkentésének mi lenne a várható hatása. az NLP modellben, hogyan magyarázhatók meg az 
optimális és a tényleges erőforrás-allokációk és árak közötti különbségek. 
A két modellel végzett komparatív statikai elemzések eredményei, akár az abszolút, akár a 
százalékos mértékben kifejezett változásokat tekintjük, nem térnek el jelentősen egymástól. 
 
15.30. feladat 
A neoklasszikus általános egyensúlyi modellek egy konkrét példájaként elemeztünk egy 
Johansen-féle modellt (2 erőforrás, 2 ágazat és 1 háztartás).  
a) Általánosítsuk n db ágazat esetére és írjuk fel e modell E1-E8 egyensúlyi feltételeit! 
Vannak-e köztük összefüggő egyenletek, és ha igen, miért? Ha van, hagyjunk el egyet, és 
szabjuk meg az árszintet, ha még nem meghatározott! 
változók: lj, kj, yiv, xi, pi, w, q, ev 
(E1) lj = lj(w, q), 
(E2) kj = kj(w, q), 
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(E3)  pj = i pi·aij + w·lj + q·kj. 
(E4) ev = w·ls + q·ks  i pi·yie, 
(E5) yi
v = yi
v(p1, p2, ... , pn, ev), 
(E6) xi = j aij·xj + yie + yiv. 
(E7) j lj·xj = ls,  
(E8) j kj·xj = ks.  
b) Vegyük alapul ennek a modellnek az építőelemeit és adatait, és tekintsük a háztartás 
hasznossági függvényét a jóléti függvénynek! Írjuk fel a jólét optimumát eredményező 
erőforrás allokációt meghatározó nemlineáris programozási (NLP) feladatot!   
   (P) 
 xi, yi
v, Lj, Kj  0 
(pi) j aij·xj + yie + yiv  xi 
(hj) xj   fj(Lj, Kj) 
(w) j Lj  ls  
(q) j Kj  ks 
  yv(y1
v, y2
v, ... , yn
v)  max! 
c) Írjuk fel az ehhez az NLP-feladathoz tartozó Lagrange-függvényt és határozzuk meg az 
optimum elsőrendű szükséges feltételeit (árnyékárakra vonatkozó feltételeit)!  
 L = yv(y1
v, y2
v, ... , yn
v)   i i·{j aij·xj + yie + yiv  xi}  ·{j Lj  ls}  ·{j Kj  ks}. 
(KTD)  
pj, hj, w, q  0  
pj  i pi·aij + hj  (xj) 
hj·
j
j
L
f


 w  (Lj) 
hj·
j
j
K
f


 q   (Kj) 
v
v
iy
y


 pi  (yiv) 
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d) Mutassuk meg, hogy az egyensúlyi és a jóléti erőforrás allokáció megegyezik egymással! 
Mi lesz a kapcsolat a Lagrange szorzók optimális értékei és az egyensúlyi árak között!   
yv = i pi· v
v
iy
y


 = i pi·yiv = ev  pcv = 1 
még jön a javítókulcshoz 
 
15.31. feladat 
Írjuk fel az NLP-15.1 programozási feladat Lagrange-függvényét, s ellenőrizzük a (KTD) 
duális feltételek levezetésének helyességét! 
Az NLP-15.1 feladat a Könyv 377. oldalán található. A többi rutinfeladat. 
15.32. feladat 
Mi lesz a változó személyi fogyasztásra rendelkezésre álló jövedelem meghatározása az 
NLP-15.1 programozási feladat (a megoldásának szükséges feltételei) alapján felírt általános 
egyensúlyi modellben? Hogyan teljesül itt a Walras-törvény? 
Először a j aijxj + yi
cv + si
gyg + j bij
ayj
a + yi
0
 = xi
hm(xi
h, ui) (egyenlőségre teljesülő) 
termékmérleg összefüggésből reziduálisan határozzuk meg az yi
cv értékeket, majd ezekből a 
szintén egyenlőség formájában teljesülő ycv = cv(y1
cv, y2
cv, ... , yn
cv) összefüggésből a változó 
fogyasztás szintjét, végül pedig a pcv ycv képlettel az ehhez szükséges jövedelmet. 
A Walras-törvényt a termékmérleg fennállása biztosítja. 
 
15.33. feladat 
Tekintsük egy egyszektoros általános egyensúlyi modell alábbi egyenleteit: 
 
(3) paX = phmAX + wL + qK  (6a) paX = phXh + vpweZ 
(7) Xhm = Xhm(Xh, M) elsőfokú homogén függvény, 
(8) ph = phm
h
hhm ),(
X
MXX

   (9) vpwm = phm
M
MXX

 ),( hhm    
(10) pwm·M  pwe(Z)·Z = De  (14) Xhm = AX + C + G + I 
 
a) Bizonyítsa be, hogy ekkor fennáll a  phm(C + G + I) = wL + qK + v·De  összefüggés! 
 
Mindenekelőtt (7),(8) és (9)-ből az Euler-tétel felhasználásával 
(9a)  phmXhm = phXh + vpwm·M. 
Ezután a bizonyítandó állítás jobb oldalán álló kifejezést alakítjuk át: 
wL + qK + v·De  = {(3)-ból  wL + qK = paX  phmAX helyettesítéssel:} = paX  phmAX + 
v·De = {(10)-ből De = pwm·M  pwe(Z)·Z helyettesítéssel:} = paX  phmAX + v·pwm·M  
v·pwe(Z)·Z = {(9a)-ból vpwm·M = phmXhm  phXh helyettesítéssel:} = paX  phmAX + phmXhm 
 phXh  v·pwe(Z)·Z = phm(Xhm  AX) + paX  phXh  v·pwe(Z)·Z = {(6a)-ból paX  phXh  
v·pwe(Z)·Z = 0 helyettesítéssel:} = phm(Xhm  AX) {(14)-ből Xhm  AX = C + G + I 
helyettesítéssel:} = phm(C + G + I) , azaz a bizonyítandó állítás. 
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b) Tekintsük a fenti egyszektoros általános egyensúlyi modell további egyenleteit: 
 
(11) phmG + Sg = (wL + qK)  (12) phmC + Sp = (1 – )(wL + qK) 
 (14) Xhm = AX + C + G + I 
 
Bizonyítsa be, hogy ekkor fennáll a  phmI = Sp + Sg + v·De  összefüggés! 
(11) és (12) összeadásával:  phm(G + C) + Sg + Sp = wL + qK 
Mindkét oldalhoz v·De hozzáadásával: phm(G + C) + Sg + Sp + v·De = wL + qK + v·De 
Mindkét oldalhoz phmI hozzáadásával: phm(C + G + I) + Sg + Sp + v·De = phmI + wL + qK + 
v·De 
Az a) pontban bizonyított összefüggés alapján phm(C + G + I)  helyére a wL + qK + v·De 
kifejezést írva, majd mindkét oldalból levonva az wL + qK + v·De összeget éppen a 
bizonyítandó állításhoz jutunk. (közvetve felhasználtuk az Xhm = AX + C + G + I 
összefüggést, de fordítva is lehetett volna, phmI = Sp + Sg + v·De  előírásából bizonyítva a (14) 
termékmérleg fennállását) 
 
15.34. feladat 
Tekintsük egy egyszektoros általános egyensúlyi modell alábbi egyenleteit: 
X = F(L, K)                (1) 
w = (pa – phmA)
L
KLF

 ),(
                (2) 
paX = phmAX + wL + qK                    (3)   
q = (pa – phmA)
K
KLF

 ),(
. (3a) 
L = l(w/, q)X  (1’)          
K = k(w/, q)X  (2’) 
ahol   q = (ra + )phm 
X = X(Xh, Z)                                     (4) 
Xhm = Xhm(Xh, M)  (7) 
ahol az X(.) és Xhm(.) függvények 
elsőfokú homogének, 
ph = pa h
h ),(
X
ZXX


  (5) 
vpwe(Z) = pa
Z
ZXX

 ),( h
  (6) 
ph = phm
h
hhm ),(
X
MXX

   (8) 
vpwm = phm
M
MXX

 ),( hhm   (9) 
pwm·M  pwe(Z)·Z = De (11)  
phmC + Sp = (1 – )(wL + qK) (13) 
phmG + Sg = (wL + qK) (14) 
phmI = Sp + Sg + v·De. (15) 
 
Bizonyítsuk be, hogy fennáll az  (15’)   Xhm = AX + C + G + I          termékmérleg azonosság!  
 
Bizonyítás: 
A (13) – (15) egyenleteket összeadva a Walras-törvény teljesülését jelentő alábbi összefüggést 
kapjuk: phm(C + G + I) = wL + qK + v·De, 
azaz a végső felhasználási kiadás megegyezik a rendelkezésre álló jövedelemmel.  
Ha az imént kapott összefüggésben a (3) egyenlet alapján wL + qK  helyére  paX - phmAX  
kifejezést helyettesítünk, a (11) egyenlet alapján pedig De -t összetevőivel helyettesítjük, 
akkor átrendezés után az alábbi összefüggést kapjuk: 
 73 
 
phm( AX + C + G + I) = paX  v·pwe(Z)·Z + v·pwm·M     (16) 
 
Az (5) és (6) egyenletek rendre Xh –val illetve Z –vel való súlyozás után való összeadásával és 
a jobb oldalon álló tagokra az Euler-tétel alkalmazásával az alábbi összefüggést kapjuk: 
phXh + vpwe(Z)Z = pa Xh + pa Z = pa X    (17) 
A pa X szorzatra ezáltal kapott phXh + vpwe(Z)Z kifejezést behelyettesítve a (16) egyenletbe, 
az a  
 
phm( AX + C + G + I) = phXh + v·pwm·M       (18) 
 
alakra egyszerűsödik. 
A (8) és (9) egyenletek rendre Xh –val illetve M –mel való súlyozás után való összeadásával 
és a jobb oldalon álló tagokra az Euler-tétel alkalmazásával az alábbi összefüggést kapjuk: 
 
phXh + v·pwm·M = phm  Xh + phm  M = phmXhm  (19) 
A phXh + v·pwm·M  kifejezésre ezáltal kapott phmXhm kifejezést behelyettesítve a (18) 
egyenletbe, az a  
 
phm( AX + C + G + I) = phmXhm        (20) 
 
alakra egyszerűsödik. Végül mindkét oldalt phm –mel osztva éppen a bizonyítandó  
termékmérleg összefüggést kapjuk: 
 Xhm = AX + C + G + I. (15’) 
Az alkalmazott levezetések egyenértékű átalakításai miatt tehát a termékmérleg előírása 
helyettesíthetné a megtakarítás – beruházás egyensúly (15) egyenletbeli előírását. 
h
h ),(
X
ZXX


Z
ZXX

 ),( h
h
hhm ),(
X
MXX


M
MXX

 ),( hhm
